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Rozprawa

Krzyszror Wojrowicz”

KATEGORIA WYJASNIANIA W FILOZOFII
MATEMATYKI KURTA GODLA!

STRrRESzCZENIE: Artykul dotyczy zagadnienia, w jakim sensie mozna stoso-
wac kategorie wyja$nienia (charakterystyczng raczej dla nauk empirycznych)
do interpretacji filozofii matematyki Kurta Godla. Godel — jako realista mate-
matyczny — twierdzi bowiem, ze w wypadku matematyki mamy do czynienia
z niezaleznymi od nas faktami. Jednym z owych faktow jest wlasnie rozwigzy-
walno$¢ wszystkich dobrze postawionych probleméw matematycznych — i ten
fakt domaga si¢ wyjasnienia. Kluczem do zrozumienia stanowiska Godla jest
identyfikacja zatozen, na ktérych si¢ opiera: (1) metafizyczny realizm: istnieje
uniwersum matematyczne, ma ono charakter obiektywny, niezalezny od nas;
(2) optymizm epistemologiczny: jesteSmy wyposazeni w wystarczajaco dobre
§rodki poznawcze, aby uzyska¢ wglad w owo uniwersum. Pojecie rozwiazania
problemu matematycznego Godel rozumie znacznie szerzej niz jako podanie
matematycznego dowodu — chodzi raczej o znalezienie wiarogodnych aksjo-
matéw, prowadzacych do rozwigzania. Stawiany w artykule problem analizuje
na przykladzie hipotezy kontinuum.

Srtowa KLUCZOWE: realizm matematyczny, wyja§nianie w matematyce, twier-
dzenia o niezupelnosci, uniwersum matematyczne, hipoteza kontinuum.

Jedna z tez stawianych przez Goédla jest teza o rozwiazywalno-
sci wszystkich dobrze postawionych probleméw matematycznych.
Z punktu widzenia do$wiadczen w zakresie ,,codziennej” matematyki
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(w tym szkolnej), teza ta wydaje si¢ oczywista: kazde zadanie da si¢ roz-
wigzac¢, nawet bardzo trudne problemy otwarte w koncu ustepuja pod
naporem wysitkow generacji matematykow.

Jednak to przeciez Godel jest autorem twierdzenia, zgodnie z kto-
rym dla kazdej (rozsadnej) teorii T istnieja zdania, ktére w tej teorii
sa nierozstrzygalne. Jak pogodzi¢ 6w wynik z jego teza o powszechnej
rozwigzywalnosci probleméw? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, ko-
nieczna jest pewna eksplikacja pojecia rozwigzania problemu matema-
tycznego. Wtedy mozliwe bedzie przeanalizowanie tezy, zgodnie z kt6-
ra kazdy problem miatby by¢ rozstrzygalny. Jak to wyjasni¢ — i jakie
wyjasnienie tego stanu rzeczy podaje Godel?

Sadze, ze uzycie tutaj kategorii wyjasniania jest zasadne. Jest ono
coraz czesciej i szerzej dyskutowane w odniesieniu do matematyki — tu-
taj bedzie mialo pewna specyfike, jednak sadze, ze jego uzycie pozwoli
rzuci¢ nowe Swiatlo na zagadnienie.

Artykul ma nastepujaca strukture:

1. Filozofia matematyki Godla

2. Problem wyjasniania w matematyce
3. Przyklad hipotezy kontinuum

4. Podsumowanie

W czesci 1. wskazuje podstawowe elementy filozoficznego §wiatopo-
gladu Godla. Prezentacja jest oczywiscie — z koniecznosci — skrétowa.
W czesci 2. formutuje podstawowe pytania, jakie stawiane s3 w deba-
cie, wspominam takze krétko o problemie matematycznych wyjasnien
w naukach przyrodniczych — oraz formutuje tytulowe pytanie/a. Czesc
3. poswiecona jest analizie zagadnienia na podstawie standardowe-
go i znanego przykladu — a mianowicie hipotezy kontinuum. Artykut
konczy si¢ krotkim podsumowaniem.

1. FILOZOFIA MATEMATYKI GODLA2

Godel byl niejako wzorcowym platonikiem matematycznym. Jego
zdaniem istnieje obiektywne, niezalezne od nas matematyczne uniwer-
sum, ktore jest opisywane (cho¢ oczywiscie w niedoskonaly sposéb)

2 Jest to bardzo szkicowa i skrétowa prezentacja. Szczegélowa analiza stanowi-
ska filozoficznego Godla zawarta jest np. w pracach Krajewskiego (2003) i Wojto-
wicza (2002).
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przez teorie matematyczne — i do ktérego mamy dostep poznawczy
przez swoisty intuicje®. Godel skupial si¢ na teorii mnogosdi, i jego fi-
lozoficzne analizy odwoluja si¢ czesto do teorii mnogosci®.

Poglady Gédla dotyczace natury matematyki w naturalny sposéb fa-
cza si¢ z szersza wizja, dotyczaca roli 1 natury filozofii. Godel podkreslat
znaczenie analiz o charakterze fundamentalnym, w szczegé6lnosci ana-
liz dotyczacych znaczenia podstawowych poje¢ metafizycznych. Miat
nawet nadzieje, iz pojecia te bedzie mogt opisa¢ w sposéb zaksjomaty-
zowany®. Warto podkresli¢ wyrazng opozycje wobec dominujacej wow-
czas neopozytywistycznej wizji matematyki (i filozofii, w szczegdélnosci
metafizyki). Godel twierdzit wrecz, ze ,,duch czaséw” (Zeitgeist) nie jest
przychylny dla jego pogladéw, zgodnie z ktérymi rozwazania metafi-
zyczne s3 sensowne, a matematyka nie jest skladnia jezyka nauki, lecz
wyraza obiektywne prawdy. Konwencjonalizm nie jest wiec dobrym
wyjasnieniem natury matematyki; konwencje sa oczywiScie w matema-
tyce obecne, jednakze nie maja charakteru arbitralnego, lecz — méwiac
swobodnie — oddaja istote pojec i wyrazaja obiektywne prawdy®.

% ,Niezaleznie jednak od tego, ze obiekty teorii mnogosci sa tak odlegle od do-
§wiadczenia zmyslowego, w jaki§ sposéb je postrzegamy, o czym $wiadczy fakt, ze
aksjomaty narzucaja si¢ nam jako prawdziwe. Nie widze zadnych racji, dla ktérych
mielibySmy mie¢ mniejsze zaufanie do tego rodzaju percepcji, to znaczy do intuicji
matematycznej, niz do percepcji zmyslowej, ktora skfania nas do budowania teorii
fizycznych i do oczekiwania, ze przyszle dane zmystowe beda z nimi zgodne oraz
do wiary w to, ze pytania, ktére sa teraz nierozstrzygalne, zostang by¢ moze roz-
strzygniete w przysziosci” (Godel, 1964, s. 120-121).

* Filozoficzny §wiatopoglad Godla mial wyrazne odbicie w decyzjach o charak-
terze metodologicznym, dotyczacych tego, w jaki sposéb (jakimi metodami) mozna
uprawia¢ matematyke. Godel deklarowal, ze przekonanie o istnieniu obiektywne-
go Swiata matematycznego stanowilo motywacje do swobodnego postugiwania sie
metodami niekonstruktywnymi, opartymi o silne zalozenia o istnieniu obiektéw
pewnego typu.

® Dowody Godla na istnienie Boga mozna uznaé za prébe tego typu precyzacji.
Wang méwi o rozmowie Godla z Carnapem w dniu 13.09.1940 (1987, s. 217),
ktorej przedmiotem byla metafizyka, w szczeg6lnosci utworzenie spéjnej doktryny
metafizycznej, opartej na pojeciach Boga i duszy jako pierwotnych. O ile zda-
niem Carnapa teoria taka miataby raczej charakter mitologiczny, o tyle stanowisko
Godla jest zupelnie inne. Twierdzi on bowiem, ze teoria taka mogtaby by¢ nie
mniej sensowna niz fizyka teoretyczna, ktérej takze nie da si¢ wyrazi¢ w terminach
czysto obserwacyjnych.

5 Dyskusji z ,interpretacja syntaktyczna” po$wigcona jest np. praca, w ktdrej
Godel pisze: ,[Nliezaleznie od tego, jak beda formulowane reguly syntaktyczne,
moc i uzytecznos¢ powstajacej w ten sposéb matematyki jest proporcjonalna do
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Niekiedy stanowisko Godla przedstawia si¢ jako wyraz pewnego
rodzaju dogmatyzmu — poprzez pewnego typu ,akt wiary” postulu-
jemy istnienie uniwersum matematycznego, do ktérego odnosza si¢
zdania matematyki. Stanowisko takie przypominaloby ,robocza hipo-
teze” wielu matematykéw — tych, ktérzy na odwiecznie pytanie o to,
czy matematyke si¢ odkrywa czy tworzy, odpowiadaja, iz odkrywa (co
jest spojne ze stanowiskiem realizmu, a nawet moze by¢ wrecz inter-
pretowane jako jedno ze sformulowan stanowiska realistycznego). Byt-
by to wyraz pewnego typu naturalnej postawy ontologicznej matema-
tyka — jednak bez glebszego uzasadnienia’. Jednak Godel nie przyjat
tego stanowiska oczywiScie w sposoéb dogmatyczny czy bezrefleksyj-
ny. Warto odnotowac do$¢ nietypowy — biorac pod uwage koncepcje
Godla — i chyba malo znany cytat: ,[N]asze aksjomaty, jesli maja by¢
interpretowane jako zdania posiadajace tres¢, w konieczny sposéb za-
ktadaja rodzaj platonizmu, ktéry nie moze zadowoli¢ zadnego krytycz-
nego umystu” (Godel, 1933, s. 50)%.

Tego typu sceptycznych wypowiedzi nie znajdziemy u Godla zbyt
wiele, jednak dokumentuja one fakt, ze Godel mial Swiadomos¢ tego,
iz przyjecie stanowiska realistycznego wymaga uzasadnienia (i oczy-
wiscie tez doprecyzowania — gdyz realizm moze przyjmowac bardzo
rézne formy). Swiadczy¢ to moze o pewnej ewolugji pogladéw Godla.
Bardzo wyraznie pisze o tym:

mocy intuicji matematycznej koniecznej do udowodnienia dopuszczalnosci tych
systemow. [...] jest jasne, ze intuicja matematyczna nie moze zostal zastapio-
na przez konwencje, ale jedynie przez konwencje plus intuicje matematyczna’
(Godel, 1953/9, s. 358).

7,Gdy jednak uprawiam matematyke, mam subiektywne odczucie, ze istnie-
je realny swiat, ktéry nalezy odkryc: §wiat matematyki. Ten $wiat jest dla mnie
znacznie bardziej nieprzemijajacy, niezmienny i rzeczywisty niz fakty rzeczywisto-
Sci fizycznej” (L. Bers, w: [Hammond, 1983, s. 31]). Hardy: ,Osobiscie zawsze
uwazalem matematyka w pierwszym rzedzie za obserwatora, czlowieka, ktéry ob-
serwuje odlegle pasmo gorskie i odnotowuje swoje obserwacje. Jego zadaniem jest
jasne wyodrebnienie i opisanie innym tak wielu szczytéw, jak tylko jest to mozliwe”
(Hardy, 1929, s. 18). Cantor méwil o sobie jako o sprawozdawcy wynikéw swoich
badan. Owych matematykéw taczy wigc przekonanie, iz S§wiat bytéw matematycz-
nych istnieje obiektywnie — a my go jedynie odkrywamy. OczywiScie nie twierdze,
iz stanowisko to jest jedynym — a nawet, ze jest stanowiskiem dominujacym wsréd
matematykow, to jednak odrebna kwestia.

8W tym miejscu oraz w reszcie tekstu thumaczenia moje, chyba ze zaznaczono
inaczej.
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Konieczne jest zalozenie pewnego korpusu bezwarunkowych prawd matema-
tycznych, poniewaz, nawet jesli matematyke traktowaé bedziemy jako system
hipotetyczno-dedukceyjny, nadal zdania stwierdzajace, iz aksjomaty implikuja
pewne twierdzenia sa bezwarunkowo prawdziwe.

Obszar bezwarunkowych prawd matematycznych jest zakreslany w rézny
sposéb przez réznych matematykéw. Mozna wyr6zni¢ co najmniej osiem sta-
nowisk. [...]: (1) klasyczna matematyka w szerokim sensie (z wlaczeniem teorii
mnogosci), (2) klasyczna matematyka w wezszym sensie, (3) semiintuicjonizm,
(4) intuicjonizm, (5) konstruktywizm, (6) finityzm, (7) ograniczony finityzm, (8)
implikacjonizm (Godel, 1953/9, s. 346).

Strategia argumentacyjna Godla polega na przyjeciu pewnej sta-
bej wersji realizmu jako zalozenia wyjsciowego — i nastepnie stopnio-
wemu wzmacnianiu stanowiska przez wskazywanie stosownych argu-
mentéw. Teoria liczb jest naturalnym wyborem owego wyjsciowego
zalozenia, gdyz jest ona fundamentalna w matematyce — i powszech-
nie znana. Zdania teorii liczb wydaja si¢ wyrazac obiektywne tresci®.
Przyjecie obiektywizmu w odniesieniu do zdan teorii liczb wydaje si¢
by¢ stosunkowo mato kontrowersyjne. Méwi o tym wyraznie naste-

pujacy cytat:

Logika i matematyka — jak fizyka — opiera si¢ na aksjomatach posiadajacych
rzeczywistg tresc [...]. To, ze taka rzeczywista tresc istnieje widoczne jest poprzez
badanie teorii liczb. Stykamy sie z faktami, ktére sa niezalezne od jakichkolwiek
konwencji. Te fakty musza posiadac tres¢, poniewaz niesprzecznosc teorii liczb
nie moze by¢ oparta na trywialnych faktach. [...] Jest staba forma platonizmu,
ktorej nikt nie moze zaprzeczyC. [...] Gdy poréwnamy hipoteze Goldbacha
z hipoteza kontinuum, jesteSmy w wigkszym stopniu przekonani, ze pierwsza
z nich musi by¢ prawdziwa albo falszywa (wypowiedz Godla w: Wang, 1996,
s. 211-212).

Opinia ta jest znamienna w kontekscie I i II twierdzenia Godla,
zgodnie z ktérymi arytmetyka Peany (PA) nie jest zupelna i nie da sie
w niej udowodni¢ jej wlasnej niesprzeczno$ci. Samo skonstruowane
przez Godla zdanie wyraza — méwiac swobodnie — swoja wlasna niedo-
wodliwos¢. Postrzegamy je jako prawdziwe, ale oczywiscie wynika to
juz z analiz o charakterze semantycznym, wykraczajacych poza sama

9 Stosunkowo naturalne wydaje si¢ uznanie, iz prawdy teorii liczb maja ,,twar-
dy” charakter, ze nie s3 bynajmniej kwestia li tylko konwengji. Teza, ze istnieje n!
permutacji zbioru n-elementowego wydaje sie¢ mie¢ charakter obiektywny — a nie
by¢ wynikiem jedynie czysto konwencjonalnej gry zatozen.
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formalng arytmetyke PA. Argumentacja taka jest — zdaniem Godla —
w pelni uprawniona (mimo iz nie jest ona formalizowana w PA). Zré-
dlem wiedzy matematycznej jest bowiem analiza pojec. Opiera si¢ ona
na swoistej zdolnosci poznawczej naszego umystu, tj. intuicji matema-
tycznej. To prowadzi nas do coraz silniejszych teorii, ktérym mamy
prawo nadawac realistyczna interpretacje.

2. PROBLEM WYJAéNIANIA W MATEMATYCE

Problem wyjasnienia matematycznego mozna stawia¢ w (przynaj-
mniej) dwoéch obszarach: (i) wyjasnien matematycznych w naukach
przyrodniczych; (ii) wyjasnien wewnatrz matematyki. Tu skupiam
sie¢ wylacznie na zagadnieniu (ii). Najbardziej chyba naturalna odstona
tego zagadnienia jest pytanie o wyjasniajacy charakter dowod6éw ma-
tematycznych: czy dowéd matematyczny moze (powinien?) pelnic role
wyjasniajaca — i co to znaczy? Jest jasne, ze podstawowa funkcja dowo-
du jest niejako udokumentowanie (zgodnie ze standardami matema-
tycznej argumentacji) prawdziwosci jakiej$ tezy. Zarazem naturalnym
dla matematyka pytaniem (choc¢ juz nie SciSle formalnym) jest pyta-
nie o glebsze przyczyny, o cale ,tto zjawisk”. Méwiac swobodnie, przy
analizie dowodu wazne jest nie tylko to, jak poszczegélne kroki dowo-
dowe nastepuja po sobie, ale ,0 co tu naprawde chodzi?”. Uzywajac
nieco metaforycznego jezyka, chodzi tutaj o owa subtelna ,,gre pojec
matematycznych”, ktéra nie sprowadza si¢ jedynie do tego, ze kolejny
krok dowodu wynika z poprzedniego. Rozumienie dowodu matema-
tycznego jako formalnej weryfikacji faktéow (przez badanie zaleznosci
formalnych) nie oddaje w pelni rozumienia dowodu matematycznego
jako zrédla wiedzy matematycznej. W takim duchu wypowiadaja si¢
nieraz matematycy:

Nawet kiedy podano dowéd, to — mimo iz moze by¢ Scisle logiczny i przekonu-
jacy [...] moze pozostac uczucie braku satysfakcji. Czytelnik moze mie¢ poczu-
cie, ze czego$ brakuje. Argument moze zostaC przedstawiony w taki sposéb, ze
nie rzuca Swiatla na to, dlaczego, skad bierze si¢ procedura, jakie jest zrédlo
dowodu i dlaczego prowadzi do sukcesu (Mordell, 1959, s. 11; cytowanie na
podstawie: Mancosu, 2008, s. 142).
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Podobnie Rota pisze (w kontekscie dowodéw komputerowych), iz
~weryfikacja stanowi dowdd, ale weryfikacja nie musi podawac racji”
(Rota, 1997, s. 186-187)'°.

Pytanie o wyjasniajaca role dowodéw matematycznych ma dluga
histori¢ — juz u Arystotelesa mozna znalez¢ rozréznienie odpowiada-
jace, w dzisiejszej terminologii, na rozumowania, ktére jedynie uza-
sadniaja pewna teze, i rozumowania, ktére wyjasniaja przyczyny'l.
Sami matematycy maja oczywiscie Swiadomos¢ réznej natury i funkcji
dowodéw. Mancosu (2018) przytacza przyklad monografii z zakresu
geometrii algebraicznej, w ktérej mowa jest o réznych metodach do-
wodzenia, 1 w ktérej autor odrzuca tzw. metode¢ transferu (mimo jej
efektywnosci), wskazujac na fakt, ze pozwala ona wprawdzie na logicz-
ne udowodnienie okreslonego wyniku, ale go nie wyjasnia!2. Dyskusja
na temat wyjas$nien w matematyce jest zywa — istnieje wiele szczegéto-
wych analiz dotyczacych poszczegélnych twierdzen, wskazuje sie na
zwiazki problemu wyjasniania z (do$¢ nieuchwytnym, ale waznym) po-
jeciem glebi w matematyce'®, kwestiami estetycznymi, czy problemem
czystosci dowodow (tj. stosowaniem metod ograniczonych do danej
dziedziny — np. metod czysto geometrycznych w dowodach twierdzen
z geometrii czy kombinatorycznych w dowodach z zakresu kombina-
toryki). Wciaz jednak brak dobrej, ogélnej odpowiedzi na pytanie o to,
co nadaje dowodom matematycznym moc wyjasniajaca.

Pytanie o wyjasnienie moze tez miec szerszy charakter — i moze do-
tyczy¢ nie tylko samych dowodoéw, ale wrecz szerszych klas zagadnien.
Pytanie ,,co sprawia, ze nie da si¢ przeprowadzi¢ kwadratury kofa?” ma
nieco szerszy wymiar: odpowiedZ znajdziemy poza geometria, w teo-
rii Galois. Nie jest to wiec juz kwestia samego dowodu, ale tez odpo-
wiedniego interpretowania jednej teorii w drugiej. Podobnie mozna
zadawac pytania o natur¢ podstawowych dla danej teorii pojeé, o naj-

19 Nie ma tu miejsca na szczegétowe analizy zagadnienia. Za bardzo ciekawy
uwazam artykul Rava (1999), w ktérym autor analizuje role dowodéw w matema-
tyce, akcentujac ich centralne miejsce.

1 Por. np. Mancosu (2018), gdzie Czytelnik znajdzie szczegétowy opis proble-
mu wyjasnien matematycznych (zaréwno w fizyce, jak i wewnatrz samej matema-
tyki) wraz z obszerna i aktualna bibliografia. Dziekuje jednemu z Recenzentéw za
zwrécenie uwagi na aktualna wersje tego hasta.

12 Ta monografia to Brumfiel (1979). W innej pracy (Hafner, Mancosu, 2008)
autorzy analizuja ten przyklad w kontekscie teorii wyjasnienia Kitchera.

3 Por. numer specjalny 23(2) Philosophia Mathematica (2015).
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bardziej naturalne sformulowania etc. Jest to zagadnienie bardzo ob-
szerne 1 nie bedzie tu podjete.

Jednak ten problem wyjasnienia (czy moze: szereg probleméw)
dotyczy wyjasnien wewnatrz matematyki. Natomiast przedmiotem
analiz w niniejszym artykule jest pytanie, ktére nie ma charakteru par
excellence matematycznego — raczej filozoficzny lub metodologiczny.
Ogodlne pytanie o to, dlaczego kazdy problem matematyczny jest roz-
wiazywalny, ma zupelnie inny charakter niz bardzo konkretne pytanie
na przyklad o to, dlaczego kazda funkcja rézniczkowalna jest ciagla,
czy tez dlaczego nie jest mozliwa kwadratura kota lub trysekcja kata.
W tych bowiem przypadkach pytamy przede wszystkim o dowdd,
ewentualnie o jego analize i komentarz (wyjasnienie): z jakich ,zaso-
béw” korzystamy, jakie zalozenia sa niezbedne (i jak ingeruja w do-
wod), do jakiego zestawu pojec sie odwolujemy, jakie jest ,pojeciowe
srodowisko”. Ostatecznie wiec czesto odpowiedz mozna sprowadzic¢ do
analizy pewnego konkretnego dowodu. Trudno natomiast oczekiwac
podobnej analizy tezy o charakterze filozoficznym — zwlaszcza w kon-
tekscie faktu, ze I twierdzenie Godla zdaje si¢ na pierwszy rzut oka
owej tezie zaprzeczac.

Jednak w kontekscie filozofii matematyki Goédla odwolanie si¢ do
pojecia wyjasnienia w tym kontekscie uwazam za uprawnione. Poje-
cie rozwigzania problemu matematycznego wykracza w ujeciu Godla
poza podanie dowodu formalnego. Nalezy pamietac o tym, ze Godel
dostrzegal naturalne zwiazki miedzy zagadnieniami technicznymi i fi-
lozoficznymi'®. Warto przypomnie¢ fakt, iz Godel wierzyt w to, ze roz-
wazaniom filozoficznym mozna bedzie nadac klarowna postac i ze (po
wystarczajaco dobrym wyjasnieniu poje¢) dyskusja filozoficzna uzy-
ska poziom Scistosci charakterystyczny dla matematyki (Godel, 1951,
s. 322). W takim optymistycznym duchu mozna interpretowac jego
stwierdzenie, ze projekt stworzenia characteristica universalis Leibniza
nie byt czysta utopia (Godel, 1944, s. 101). Zarazem przyznawal, ze jest
to kwestia przyszlosci i ze na razie filozofia nie osiagneta wystarczajace-
go stopnia rozwoju (Godel, 1951, s. 311). Sam przyznawal, ze nie na-
dat swoim analizom wystarczajaco precyzyjnej postaci.

4 Twérca teorii mnogosci, Cantor, twierdzil, iz nie da sie oddzieli¢ zagadnien
matematycznych od filozoficznych — za$ teorii mnogosci nadawal interpretacje teo-
logiczna (np. Murawski, 1984; Purkert, 1989).
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O wyjasnieniu méwimy w naturalny sposéb w sytuacji, kiedy mamy
do czynienia z pewnym zjawiskiem, ktére chcemy opisa¢, zrozumiec,
czy wlasnie wyjasni¢. Zazwyczaj (a na pewno czesto) zjawisko to jest
niejako czyms zewnetrznym, nie jest np. kwestia konwencji — przykfa-
dem sa zjawiska fizyczne, ktére sa nam niejako dane, jesteSmy z nimi
skonfrontowani. Czy jednak podobne ujecie bedzie wlasciwe w odnie-
sieniu do matematyki, bedacej — jak si¢ wydaje — naszym tworem?
W kontekscie realistycznego stanowiska Godla takie ujecie jest jednak
naturalne: matematyka jest niejako niezalezna od nas, ma obiektywny
charakter. Nie ma wiec nic dziwnego w tym, iz jesteSmy konfrontowa-
ni z obiektywnymi faktami — takze dotyczacymi matematyki. Fakty te
chcemy wyjasni¢. A przykladem takiego faktu jest wlasnie rozwiazy-
walno$¢ problemow.

Udzielenie odpowiedzi na pytanie: ,,Dlaczego kazdy dobrze posta-
wiony problem matematyczny jest rozwiazywalny?” wiaze si¢ oczywi-
Scie z koniecznoscia doprecyzowania tego, jak rozumiec nalezy pojecie
rozwiazalnosci (rozwiazania) problemu matematycznego.

Zagadnienie to mozna niejako ,,uniewazni¢”, sprowadzajac je to de-
finicyjnej tautologii: problem jest dobrze postawiony dokladnie wtedy,
gdy jest rozwigzywalny (nawet jesli owego rozwiazania nie znamy, ani
nawet — potencjalnie — nigdy nie poznamy). I tu konczy si¢ dyskusja.
Uwazam jednak, ze nie byloby to rzetelne postawienie sprawy. Pojecia
~dobrze postawionego problemu” i ,,rozwigzania problemu” nie sa do
siebie w prosty sposéb redukowalne — historia matematyki pokazuje
dobitnie, ze byloby to uproszczenie.

Pojecie rozwiazania problemu matematycznego z punktu widzenia
zwyklej, codziennej matematyki ma oczywiste znaczenie: ,rozwiazac
problem” to po prostu poda¢ odpowiedni dowdd, z uzyciem standar-
dowych srodkéw. Zapewne 99,9% rozwiazan problemoéw, z jakimi sty-
ka si¢ matematyk w praktyce, wlasnie na tym polega. Sytuacja jednak
komplikuje si¢, kiedy dotrzemy do zagadnien, ktére sa nierozstrzygal-
ne w ramach standardowej matematyki. Tu pojawia si¢ pytanie, czym
jest standardowa matematyka. Dos¢ powszechny w filozofii i podsta-
wach matematyki jest poglad, zgodnie z ktérym standardowa mate-
matyka daje si¢ zrekonstruowac¢ w teorii mnogosci ZFC (tj. Zermeli-
-Fraenkla z aksjomatem wyboru) — i to wlasnie ZFC wyznacza niejako
ramy ,matematycznego standardu”. Ten punkt widzenia jest bardzo
wyraznie widoczny u samego Godla.
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Wiadomo juz od momentu udowodnienia I twierdzenia Godla, ze
ZFC jest teoria niezupelna, za$ pierwszym przykladem zdania niezalez-
nego o klarownej matematycznej tresci jest hipoteza kontinuum!.
Oczywiste jest wiec, ze pojecie rozwiazania problemu matematycznego
musi mie¢ inny sens, niz ,rozstrzygniecie go w ZFC” — w przeciwnym
razie teza Godla bylaby w oczywisty i jaskrawy sposéb falszywa.

Stanowisko Godla warto rozpatrywa¢ w kontekscie programu Hil-
berta i matematycznego Swiatopogladu Hilberta. Hilbert byl niewat-
pliwie optymista poznawczym — twierdzit bowiem, ze w matematyce
nie ma ignorabimus 1 ze kazdy dobrze postawiony problem matema-
tyczny moze zosta¢ rozwiagzany!'®. Program Hilberta mozna tez uznac
za wyraz owego optymizmu: Hilbert mial nadzieje, iz uda si¢ znalez¢
bezpieczne podstawy dla matematyki — ktéra zarazem bedzie na tyle
silna, aby méc rozwiazywac dobrze postawione problemy. Narzedzi do
tego ma dostarczy¢ teoria dowodu. Hilbert byt zatem przekonany, ze
kazdy problem matematyczny mozna rozwiaza¢ w dosfownym sensie
(najblizszym chyba potocznemu rozumieniu)!”.

15 Twierdzenia Godla informuja o istnieniu zdah niezaleznych, jednak kon-
strukcja tego zdania nie prowadzi do zdan o naturalnej treSci matematyczne;j.
CH jest takim zdaniem niezaleznym od ZFC -1 jest to bardzo wazny wynik. Warto
doda¢, ze pierwsze zdania niezalezne od PA o jasnej tresci kombinatorycznej po-
dano dopiero w latach 70. (Paris, Harrington, 1977).

16 Francuski fizjolog, Emil du Bois-Reymond w 1872 sformulowat teze ingo-
rabimus, zgodnie z ktéra nauka obarczona jest wewnetrznymi ograniczeniami,
a wigc istnie¢ musza problemy niemozliwe do rozwiazania. Jego bratem byl Paul
du Bois-Reymond (wybitny matematyk), ktory teze t¢ uwazal za uzasadniona takze
w stosunku do matematyki (McCarty, 2004). Nasuwa si¢ tu uwaga Kanta o dre-
czacych ludzki umyst pytaniach , ktérych nie moze uchyli¢, albowiem zadaje mu je
wlasna jego natura, ale na ktére nie moze odpowiedzie¢, albowiem przewyzszaja
one wszelka jego moznos$¢” (Kant, 1957, s. 7).

17 Nieco upraszczajac, mozna powiedziel, ze az do przetomu XIX i XX wieku
nie istnialo pojecie dowodu formalnego, a dowody matematyczne mialy charakter
— méwiac swobodnie — semantyczny. Dopiero wraz z rozwojem logiki formalne;j
mozliwe bylo w ogéle sformulowanie pojecia ,,dowodu formalnego” jako swoistego
zestawu operacji o formalnym charakterze (cho¢ przekonania tego typu — w jesz-
cze niedoprecyzowanej formie — byly juz wczesniej obecne w matematyce). Nieja-
ko paradygmatycznym przykladem, ktéry bardzo wyraznie pokazuje rozbieznos¢
miedzy tradycyjnym (semantycznym) a formalnym pojeciem dowodu, jest geome-
tria, ktérej formalizacje podal Hilbert w Grundlagen der Geometrie. Formalistycz-
ny punkt widzenia na dowody geometryczne oczywiscie zaklada, ze istnieje jakis
ustalony system formalny, w ramach ktérego dowody te sa rekonstruowane i ze
6w system obejmuje calo$¢ prawd (czy ,prawd”). Nie ma miejsca na rozumowania
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Czesto spotykanym stwierdzeniem w literaturze jest to, ze twierdze-
nia Godla zadaly programowi Hilberta Smiertelny cios. Jest to stwier-
dzenie sugestywne, ale zapewne sam Godel by si¢ z nim nie zgodzil,
w kazdym razie nie do konca. Juz w niepublikowanych za zycia no-
tatkach zauwaza, ze interpretowanie matematyki finitystycznej jako
systemu czysto formalnego prowadzi do pewnego dylematu (Godel,
1932, s. 164). Mozemy bowiem uznac:

(i) zenie kazdy problem matematyczny jest rozwiazalny;

(i) ze syntaktyczne ujecie dowodu nie stanowi wlasciwej reprezen-
tacji naszego pojecia dowodu jako czegos, co jest Zréodlem na-
szej pewnosci 1 umozliwia rozwiazywanie probleméw matema-
tycznych.

Godel wskazuje na fakt, ze ,zdania teorii liczb nierozstrzygalne
w danym formalizmie sa zawsze rozstrzygalne przez oczywiste wnio-
skowania niewyrazalne w danym formalizmie. Jesli chodzi o te nowe
wnioskowania, to okazuja si¢ one by¢ réwnie oczywiste jak te, ktére
dane sa wewnatrz formalizmu. Nie jest wiec raczej mozliwe sformali-
zowanie rozumowan matematycznych nawet w dziedzinie teorii liczb,
jednak przekonanie, o ktérym méwi Hilbert, pozostaje nienaruszone”
(Godel, 1932, s. 164), opowiadajac si¢ tym samym za druga mozliwo-
Scig. Mozna powiedzie¢, ze jego zdaniem, interpretacja syntaktyczna
prowadzi do zagubienia waznych aspektéw dowodu.

I wlasnie dostrzezenie tego faktu pozwala Godlowi pozosta¢ po-
znawczym optymista w odniesieniu do matematyki. Jednak w radykal-
nie inny spos6b (niz Hilbert) interpretowal pojecie ,,rozwiazania pro-
blemu matematycznego”. Zdaniem Godla przekonujace rozumowanie
matematyczne moze miec charakter nieformalny'®. Przykladem jest
zdanie skonstruowane w dowodzie I twierdzenia Godla: nie ma bo-
wiem watpliwosci, ze zdanie ,Ja jestem niedowodliwe w ramach PA”

intuicyjne — bardzo radykalnie przeciwko koncepgji intuicji wypowiadal si¢ np.
Hahn.

18 Warto wspomnie¢, ze zdaniem Gédla mozliwe bedzie prowadzenie dyskusji
filozoficznej z matematyczna Scisloscia (warunkiem jest dobre wyjasnienie pojec;
Godel, 1951, s. 322). Wang przytacza opini¢ Godla, zgodnie z ktéra w przysziosci
sformutowana zostanie precyzyjna doktryna metafizyczna. Jej brak wynika z bled-
nego sposobu uprawiania filozofii (a takze teologii) jak i panujacych, scjentystycz-
nych przesadéw (Wang, 1987, s. 159).
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postrzegamy jako prawdziwe, cho¢ oczywiscie nie jest ono dowodli-
we w arytmetyce PA.

A zatem pojecie ,rozstrzygniecia problemu matematycznego” be-
dzie u Godla interpretowane w zdecydowanie inny sposéb, niz u Hil-
berta. Mozna powiedzie¢, ze w inny sposob interpretuja oni termin
~wiedza matematyczna” czy tez, ze w inny spos6b odpowiadaja na py-
tanie ,,co to znaczy — mie¢ wiedz¢ matematyczna?”. Z punktu widze-
nia programu Hilberta uzyskanie wiedzy matematycznej jest mozliwe
dzieki ustanowieniu niebudzacego watpliwosci, finitystycznego frag-
mentu matematyki (a nastepnie dzieki przeprowadzeniu stosownych
teoriodowodowych redukgji). Dla Godla sprawa wyglada zupetnie ina-
czej — co ma oczywiscie zwiazek z twierdzeniami o niezupelnosci. Zad-
na teoria formalna (spelniajaca odpowiednie, naturalne warunki) nie
jest teoria zupelna, a wiec nie bedzie mozliwe rozstrzygniecie wszyst-
kich probleméw matematycznych w jednej teorii). Proces uzyskiwa-
nia wiedzy matematycznej wykracza poza procedury formalne, za$
matematyczna argumentacja nie sprowadza si¢ do pojecia ,,dowodu
w teorii T”. Dowody, ktére znamy z praktyki matematycznej, nie maja
oczywiscie charakteru formalnego: sa to raczej przekonujace argu-
menty, w ktérych w nieuchronny sposéb pojawia si¢ element o charak-
terze intuicyjnym, zwigzanym z naszym rozumieniem poje¢¢ matema-
tycznych, a nie tylko formalnymi przeksztalceniami. Spektakularnym
przykladem jest dowéd twierdzenia Fermata — trudno sobie wyobra-
zi¢, jak wygladalby w wersji w pelni sformalizowanej, jednak z pewno-
Scig nie bylby dla nas czytelny'.

Pojeciem centralnym w filozofii matematyki Godla jest intuicja ma-
tematyczna — swoista zdolnos¢ intelektualna do uymowania prawd ma-
tematycznych, ktéra wykracza poza mechaniczne operowanie na sym-
bolach. Warto w tym kontekscie wspomnie¢ o waznej pracy Turinga
(1939). Turing zwraca uwage na fakt (w kontekscie wynikow Godla),
iz jesteSmy w stanie dostrzec prawdziwos¢ zdan niedowodliwych w da-

19 Ciekawy przyktad dowodu, ktéry jest krétki, zrozumialy i w pelni akcepto-
walny podaje Boolos (1987). Jest to dowdd w logice drugiego rzedu — jednak for-
malizacja tego dowodu w logice pierwszego rzedu mialaby dlugos¢ , kosmiczna”.
Problem formalizacji tego dowodu w Mizarze jest przedmiotem analiz w pracy
Benzmillera i Browna (2007). Dzigkuj¢ jednemu z Recenzentéw za zwrécenie
uwagi na to zagadnienie oraz sugestie bibliograficzne — a takze za sugestie doty-
czace prac Turinga.
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nym formalizmie. W pracy analizuje problem calego systemu coraz
silniejszych logik, w ktérych mozliwe bedzie rozstrzyganie coraz szer-
szych klas probleméw matematycznych — co réwniez mozna rozumiec
jako techniczny odpowiednik idei Godla wykraczania poza dany sys-
tem formalny?°. Jakkolwiek bySmy nie rozumieli pojecia intuicji mate-
matycznej, nie budzi watpliwosci fakt, ze nie moze miec ona charakteru
mechanicznego — i tym samym nie moze by¢ ,imitowana” w standar-
dowym modelu maszyny Turinga. Mozna jednak twierdzi¢ (np. Hod-
ges, 2013), ze pojecie wyroczni, wprowadzone przez Turinga, stanowi
formalny odpowiednik czynnoS$ci poznawczych, wykraczajacych poza
procedury mechaniczne. Turing nie analizuje blizej natury owej wy-
roczni, ograniczajac sie¢ do stwierdzenia, iz nie moze by¢ ona maszyna.
Mozna wiec powiedzied, iz nieformalna, intuicyjna sktadowa dziatalno-
$ci matematyka zostata tu ,wbudowana” w techniczna definicje.

Pojawia si¢ tu napiecie pomiedzy tym, co nazwalibySmy ,przeko-
nujacym matematycznie argumentem” a jego formalna parafraza (czy
moze: explicatum w postaci pojecia dowodu formalnego). Stanowisko
szeroko rozumianego formalizmu redukuje pojecie matematycznie
poprawnego argumentu do pojecia dowodu formalnego w stosowne;j
teorii 7" Jednak stanowisko Godla jest zupelnie inne — z jego punktu
widzenia dobrze postawione problemy matematyczne to nie sa pro-
blemy, ktore sa rozstrzygalne w ramach jakiej$ konkretnej teorii T. Ra-
czej — swobodnie méwiac — dla kazdego dobrze postawionego proble-
mu matematycznego mozna sformufowac stosowna teorie T, ktéra go
rozstrzygnie. I nie chodzi oczywiscie o trywialne stwierdzenie, ze jesli
mamy zdanie ¢ niezalezne od teorii 7, to teoria T + ¢ (czyli T z doda-
nym ¢ jako zalozeniem), 6w problem rozstrzygnie. Chodzi oczywiscie
o to, ze mozliwe jest poszukiwanie naturalnych, matematycznie
uzasadnionych teorii 7%, stanowiacych rozszerzenia T" — i rozstrzy-
gajacych nasze zdania (dotychczas) nierozstrzygalne.

Warto wspomnie¢ o dyskusji miedzy Godlem a Zermelo dotycza-
cej m.in. zagadnienia rozstrzygalnosci probleméw matematycznych?!.
W liscie do Godla z dnia 21.09.1931 Zermelo przeciwstawia sie tezie,

20W eseju Marciszewskiego (2018, w tym numerze) zagadnienie to jest omé-
wione bardziej wyczerpujaco.

2l Dzigkuj¢ jednemu z Recenzentéw za zwrdcenie uwagi na to zagadnienie,
a takze za wskazanie pracy Ebbinghaus, Fraser, Kanamori (2010), w ktérej (na
stronach 482-501) zamieszczona jest przytaczana tu korespondencja.
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iz kazde pojecie matematyczne moze zosta¢ zdefiniowane za pomoca
skonczonego ciagu symboli — nazywa to przekonanie ,finitystycznym
uprzedzeniem”. Twierdzi wrecz, iz wyniki Godla wyrazaja fakt oczywi-
sty: skoro mozna w jezyku formalnym zdefiniowac jedynie przeliczalnie
wiele zdan, za$ prawd jest nieprzeliczalnie wiele, to w oczywisty sposob
musza istnie¢ prawdy niedowodliwe. Mozna twierdzi¢, ze Zermelo nie
docenil znaczenia wynikéw Godla i nie w pelni zrozumiat techniczne
subtelnosci. Godel odpowiada na list Zermelo (list z dnia 12.10.1931),
wyjasniajac, na czym polega istota jego dowodu — 1 w szczeg6lnosci pod-
kreslajac, iz chodzi o zdania wyrazalne w danym systemie, nieroz-
strzygalne w tym systemie, a zarazem rozstrzygalne w systemie sil-
niejszym. Zermelo interpretuje zastosowanie silniejszego systemu jako
modyfikacje samego pojecia dowodu. Twierdzi, ze dowodzenie polega
na uczynieniu oczywista stosownej tezy, co si¢ odbywa poprzez sformu-
fowanie odpowiedniego zestawu zdan. Zermelo stawia pytanie o to,
czym jest owa oczywisto$¢ — i zarazem formuluje hipoteze, ze w od-
powiednim systemie kazdy problem matematyczny jest rozstrzygalny
(list do Godla z dnia 29.10.1931). Korespondencja nie miata dalszego
ciagu, jednak jest ciekawym Swiadectwem wczesnej recepcji wynikow
Godla. Ciekawe jest rowniez inne spojrzenie na kwesti¢ rozstrzygalno-
Sci probleméw: Godel, wiedzac o istnieniu metamatematycznych ogra-
niczen, wierzy w to, ze mozliwe bedzie ustanawianie nowych aksjoma-
tow, pozwalajacych na rozstrzyganie kolejnych probleméw. Natomiast
zdaniem Zermelo owe ograniczenia s3 oczywistym defektem systemow
finitystycznych, za§ rozumowania matematyczne winny by¢ odtwarza-
ne w systemach o charakterze infinitarnym. Zgodnie z jego znanym
stwierdzeniem, iz matematyka to logika nieskonczonego??.

3. PRZYKLAD HIPOTEZY KONTINUUM

Godel odréznial matematyke obiektywna (jako zbiér prawd o ma-
tematycznym uniwersum) od subiektywnej (czyli tej, ktora jest nam
znana). Jego realistyczne stanowisko zakltadato, iz zadaniem matema-
tyka jest poszukiwanie opisu rzeczywistoSci matematycznej — obiektyw-
nej, istniejacej niezaleznie od nas. Systemy formalne opisuja ja tylko

22 Bardzo ciekawy opis programu logiki infinitarnej Zermela Czytelnik znaj-
dzie w pracy Pogonowskiego (2006).
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czeSciowo — 1 oczywiscie nie mozemy poprzesta¢ na jednym, ustalonym
systemie jako finalnym zbiorze prawd. Raczej nalezy , drazy¢” pojecia
matematyczne (w szczegélnosci — pojecie zbioru) tak, aby méc uzasad-
ni¢ nowe aksjomaty — ktére pozwola na rozstrzyganie kolejnych otwar-
tych problemoéw. O ile jednak w wypadku samej arytmetyki faktycznie
rozumowanie nieformalne przekonuje nas o prawdziwosci np. zda-
nia Godla ,ja nie mam dowodu”, za§ praktyka matematyczna i nasze
przekonania o sensownosci arytmetyki prowadza do zaakceptowania
zdania Con(PA) - to trudno byloby tego typu naturalna i oczywista in-
tuicyjna argumentacj¢ poda¢ w wypadku zdan niezaleznych od teorii
mnogosci.

Poszukiwanie wyjasnienia rozwiazywalnosci kazdego dobrze po-
stawionego problemu matematycznego dobrze jest odnies¢ do kon-
kretnego przyktadu — i te funkcje w niniejszym artykule bedzie petnic
hipoteza kontinuum (CH), ktéra jest niejako paradygmatycznym przy-
kltadem zdania niezaleznego od ZFC*. ZFC naklada niewiele ograni-
czen: niesprzeczne z ZFC jest bardzo wiele zdan typu ,Wartos¢ konti-
nuum to X _"*%. Jednak mimo formalnej niezaleznosci mozna postawic
pytanie, czy istniejq jakies przekonujace argumenty, ktére pozwolilyby
przypisa¢ kontinuum jaka$ konkretna warto$¢ — i przede wszystkim,
czy problem kontinuum jest dobrze postawionym problemem mate-
matycznym.

W jednym ze swoich najbardziej znanych artykuléw Godel anali-
zuje wlasnie hipoteze kontinuum (Godel, 1964). Uwaza ja za obiek-
tywne, dobrze postawione pytanie dotyczace matematycznej rzeczywi-

2 Hipoteza kontinuum glosi, ze moc zbioru liczb rzeczywistych (czyli moc kon-
tinuum) jest najmniejsza nieprzeliczalng liczbg kardynalng, czyli 8. W innym
sformulowaniu: kazdy nieskonczony podzbiér R jest przeliczalny lub réwnoliczny
z R. Niezalezno$¢ CH od ZFC zostala udowodniona przez Goédla i Cohena: Godel
wykazal jej niesprzecznos¢ z aksjomatami ZFC, zas Cohen w 1963 roku niesprzecz-
nos¢ jej negacji.

24 Znane jest twierdzenie, ktére pokazuje, jak bardzo ,,dziwnie” moze zachowy-
wac si¢ potegowanie liczb kardynalnych. Easton wykazal, ze dla dowolnej funkgji
F, spelniajacej dwa warunki: (1) F jest niemalejaca funkcja z klasy regularnych
liczb kardynalnych w liczby kardynalne; (2) dla dowolnego : k < cf (F(x)); mozna
skonstruowac¢ model dla teorii mnogosci, w ktérym dla dowolnej regularnej licz-
by kardynalnej k zachodzi 2% = F(k) (Easton, 1970). W szczegdlnosci kontinuum
(czyli 2°) moze by¢ duze.
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sto§ci?. Jest ona oczywiscie nierozstrzygalna w ZFC, ale to wynika po
prostu ze stabosci owej teorii. Czym innym jest bowiem matematyka
obiektywna — og6t zdan prawdziwych bezwarunkowo — a czym innym
subiektywna: ogé6t zdan dowodliwych w danej teorii formalnej (Godel,
1951, s. 305). Sam sklanial si¢ raczej do tezy o falszywosci CH, wskazu-
jac paradoksalno$¢ pewnych konsekwencji CH (Godel, 1964). Nie jest
to jednak poglad powszechnie akceptowany.

Godel byl wiec przekonany o tym, ze mozliwe bedzie znalezienie
aksjomatow pozwalajacych na ustalenie wartosci kontinuum. Jak wia-
domo, aksjomat konstruowalno$ci V = L implikuje CH (a takze znacz-
nie silniejsza od niej, uogoélniong hipoteze kontinuum). V.= L ma po-
niekad charakter minimalistyczny (uniwersum zbioréw jest ,,chude”).
Godel przypuszczal wiec, ze mozliwe bedzie wyprowadzenie CH z ja-
kiego$ aksjomatu o charakterze przeciwnym do V = L, niejako mak-
symalistycznym (Godel, 1964, s. 266). W pewnym dos¢ dobrze okre-
slonym sensie, za aksjomaty o charakterze maksymalistycznym mozna
uzna¢ aksjomaty duzych liczb kardynalnych - i tu Godel upatrywat
rozwiazania. Zdawatl sobie sprawe z tego, ze potrzebne beda silne ak-
sjomaty tego typu, i ze nie beda tu wystarczajace znajdujace si¢ stosun-
kowo nisko w hierarchii nieskoficzonosci liczby Mahlo?S.

Okazalo sig, ze ta droga nie przyniesie sukcesu w zakresie CH: zna-
ne sa wyniki, zgodnie z ktérymi rozne silne aksjomaty istnienia duzych
liczb kardynalnych sa niesprzeczne zaréwno z hipoteza kontinuum,
jak iz jej negacja (Levy, Solovay, 1967). Dodajmy tutaj, ze Godel sam
probowal sformutowac innego typu aksjomaty, ktére pozwolityby na
rozwigzanie tego problemu (Godel, 1970a, 1970b)?’.

% Argumenty na rzecz tezy, iz hipoteza kontinuum stanowi dobrze postawio-
ny problem matematyczny, a nie tylko metamatematyczny, formutuje np. Hauser
(2002).

2 Artykut Godla (1964) nie jest jedynym (ani pierwszym) miejscem, gdzie wy-
razal tego typu opinie. W wykladzie w Princeton w 1946 Godel scharakteryzowal
,silne aksjomaty nieskonczonosci” jako zalozenie, ktére oprécz tego, ze ma okreslo-
na strukture formalna, to ,w dodatku jest prawdziwe” (Godel, 1946, s. 151). Wyra-
zil tez bardzo optymistyczne przypuszczenie, iz ,moze obowiazywa¢ pewna forma
twierdzenia o zupelnosci, ktéra mowi, ze kazde zdanie wyrazalne w teorii mnogosci
jest rozstrzygalne na bazie dotychczasowych aksjomatéw z dodatkowym zalozeniem
dotyczacym wielkosci uniwersum wszystkich zbioréw” (Godel, 1946, s. 151).

?7Zdaniem komentatoréw w rozumowaniach Gédla tkwit btad (por. Ellentuck,
1975; Solovay, 1995).



KATEGORIA WYJASNIAN IA W FILOZOFII MATEMATYKI KURTA GODLA 1923

Niezaleznie jednak od tego, ze akurat badania w zakresie duzych
liczb kardynalnych nie przyniosly rozstrzygniecia problemu kontinu-
um, to sama idea poszukiwania nowych aksjomatéw stala si¢ inspira-
cja dla badaczy, czesto méwi si¢ w tym kontekscie o programie Godla.
Oczywiscie — aksjomaty takie nie moglyby mie¢ charakteru ad hoc, ale
mialyby wynika¢ z analiz dotyczacych naszego rozumienia pojecia
zbioru i naszej wizji uniwersum matematycznego. Dyskusja na ten te-
mat jest zywa — jednak jej chocby pobiezne zreferowanie zdecydowa-
nie wykracza poza ramy tego artykulu?.

Jesli wiec chodzi o zdefiniowane wyzej explicatum (,rozwiazywal-
no$¢ problemu matematycznego”) to mozna pokusic si¢ o charakte-
rystyke jako znalezienie odpowiedniej teorii formalnej 7" — bedacej
rozszerzeniem ZFC — opartej na naturalnych, akceptowalnych aksjo-
matach, prowadzacych do juz formalnego rozstrzygniecia proble-
mu P w ramach 7. Bylyby tu wigc niejako dwie sktadowe:

* Faza koncepcyjno-analityczna: poszukiwanie odpowiednich na-
turalnych, akceptowalnych aksjomatéw — i sformutowanie odpo-
wiedniej teorii 7.

* Faza techniczna: rozstrzygniecie P w ramach 7T (czyli niejako
standardowa praca matematyczna — by¢ moze bardzo trudna)®.

Jakie jest filozoficzne tto dla przekonania, iz jest to zawsze mozli-
we 1 ze kazdy dobrze okreslony problem jest rozwiazywalny? Mozna
tu wskaza¢ dwa wazne aspekty. Jeden okreslitbym hastowo jako me-
tafizyczny, drugi za$ jako metodologiczny. Méwiac o aspekcie metafi-
zycznym mam na mysli fakt, ze realistyczne stanowisko Godla zaklada
istnienie obiektywnego, posiadajacego pewna ustalona natur¢ uniwer-
sum matematycznego. Godel uwazal, iz uniwersum to ma charakter
mnogosciowy — i jest to jedno, obiektywne uniwersum, w ktérym in-

2 Wymienmy np.: Feferman, (1996, 2000), Friedman (2000), Maddy (1988a,
1988b, 1993, 1997), Steel (2000). Prace Woodina (1999, 2001) zawieraja bardzo
zfozone technicznie analizy o charakterze metodologicznym, w oparciu o ktére
mozna udowodnid¢, iz warto$cig continuum jest N,. Oczywiscie s3 one przedmio-
tem dyskusji i kontrowersji, nie mozna wi¢c bynajmniej twierdzi¢, iz oto problem
kontinuum zostal rozwiazany.

2'W odniesieniu do hipotezy kontinuum twierdzit: ,Kiedy pojecie zbioru
stanie si¢ jasne, nawet gdy znajdziemy zadowalajace aksjomaty nieskonczonosci,
nadal pozostanie techniczny (tj. matematyczny) problem rozstrzygniecia hipotezy
kontinuum na podstawie aksjomatéw” (Wang, 1996, s. 237).
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terpretowane sa wszystkie zdania matematyczne — i kazde zdanie jest
w nim prawdziwe badz falszywe. Nie ma zatem zdan o niezdetermino-
wanym statusie logicznym, zdan ,,chwiejnych”®. Teza Godla miataby
zatem podbudowe metafizyczna w okreslonej wizji uniwersum mate-
matycznego®!.

OczywiScie wiara w istnienie jednego, ustalonego (cho¢ nieznanego)
uniwersum matematycznego nie daje automatycznie zadnych wska-
zowek dotyczacych tego, jakie sa rozwigzania otwartych problemoéw
matematycznych. Mozna byloby przeciez przyjac teze, iz Swiat mate-
matyczny ma wprawdzie charakter obiektywny i ustalony, ale ze jest
niepoznawalny (czyli bylaby to teza ignorabimus, wbrew optymizmowi
Hilberta czy Godla). I tu dotykamy aspektu metodologicznego: tego,
w jaki sposéb mozemy poszukiwa¢ odpowiedzi na pytania matema-
tyczne, ktore sa ex definitione nierozstrzygalne w ramach dostepnej, tj.
przyjetej, standardowej teorii (np. ZFC). Jest to mozliwe przez ustano-
wienie nowych, wiarygodnych aksjomatéw. Godel byt przekonany, ze
nasza analiza pojecia zbioru pozwoli na ustanowienie takich aksjoma-
tow. Jest to wyraz okreslonej wizji epistemologicznej: zdaniem Godla
mamy zdolnos$¢ do analizy pojec i dostrzegania owych prawd. Za obie-
cujaca metode uwazal metode fenomenologiczng, pisal o tym jawnie
w jednej z prac (Godel, 1961; por. réwniez np. Tieszen, 1998)32.

80 Tak mozna bytoby uwazaé, gdyby przyjmowac np. koncepcje tzw. multiwer-
séw — tzn. koncepcje realistyczna, zgodnie z ktéra istnieje rzeczywistos¢ matema-
tyczna, ale nie jest to ,jednolite” uniwersum matematyczne, ale raczej cala , galak-
tyka” uniwerséw teoriomnogosciowych, realizujacych rézne koncepcje zbioru (np.
Hamkins, 2012). W takiej sytuacji nie mialoby sensu twierdzenie, ze np. hipoteza
kontinuum ma ustalong wartos¢ logiczna: w r6znych uniwersach kontinuum mo-
globy przyjmowac rézne wartosci.

%1 Niniejszy artykut nie ma charakteru historyczno-egzegetycznego, warto jed-
nak zaznaczy¢, ze wydaje sig, iz w rozwazanej kwestii u Godla nastapita pewna
ewolucja pogladéw. Pisze, ze ,jest wiarygodne, ze [V = L] jest zdaniem absolutnie
nierozstrzygalnym, na ktérym teoria mnogosci rozgalezia si¢ (bifurcates) na dwa
rézne systemy, podobnie jak geometria euklidesowa i nieeuklidesowa” (Godel,
1939b, s. 155). Dopuszcza wiec jawnie istnienie probleméw absolutnie nierozstrzy-
galnych; podobne tezy znajdziemy w innym tekscie (Godel, 193?). Niewatpliwie,
p6iniej twierdzil, iz V = L nalezy odrzucié.

32 Warto tu wspomnie¢ o ,drugim filarze” poznania prawd matematycznych
— moga by¢ to argumenty o charakterze metodologicznym, ktére mozna symbo-
licznie oznaczy¢ etykieta ,,owocnos$¢”. Jest to bardzo obszerne zagadnienie, ktérego
nie bede tu analizowal. Warto pamietad, iz sam Godel bardzo wyraznie podkreslal
znaczenie tego aspektu, o czym Swiadczy chociazby nastepujacy cytat:,[M]ozliwe
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4. PODSUMOWANIE

Pojecie rozwigzania problemu matematycznego Godel rozumie
znacznie szerzej niz jako podanie matematycznego dowodu. Sfor-
mulowanie takiego dowodu jest oczywiscie warunkiem koniecznym
(i w wypadku ogromnej wiekszosci standardowych probleméw mate-
matycznych — wystarczajacym), ale sa tez problemy matematyczne, dla
ktorych sformutowanie dowodu jest dopiero drugim etapem. Pierw-
szym jest znalezienie wiarygodnych (prawdziwych!) zalozen, na pod-
stawie ktorych 6w dow6d mozna przeprowadzic. Zalozenia te oczywi-
scie wykracza¢ musza poza standard, jakim jest ZFC.

Jakie jest jednak wyjasnienie owego fenomenu rozwiazalnosci pro-
bleméw? Pierwsze zalozenie, na jakim opiera si¢ tu Godel, to meta-
fizyczny realizm: istnieje uniwersum matematyczne, ma ono charak-
ter obiektywny, niezalezny od nas — i kazde zdanie matematyczne ma
ustalong warto$¢ logiczna. Drugie zalozenie, to pewnego rodzaju opty-
mizm epistemologiczny: jesteSmy wyposazeni w wystarczajaco dobre
Srodki poznawcze, aby uzyskaé¢ wglad w owo uniwersum.

Zastosowanie pojecia wyjasnienia, charakterystycznego przeciez
dla nauk empirycznych, jest zasadne: w obiektywistycznej wizji Godla,
mamy do czynienia z niezaleznymi od nas faktami. Jednym z owych
faktow jest wlasnie rozwiazywalnos¢ wszystkich dobrze postawionych
probleméw matematycznych — i ten fakt domaga si¢ wyjasnienia.

jest rozstrzygniecie, czy jest on prawdziwy [chodzi tutaj o nowe aksjomaty dla teo-
rii mnogosci — K.W.] takze na innej drodze, a mianowicie indukcyjnie — poprzez
badanie jego ,sukceséw”. Sukcesy znacza tu owocnos¢ w sensie konsekwencji,
w szczegoblnosci ,weryfikowalnych” konsekwengji, to znaczy konsekwencji daja-
cych si¢ uzyska bez stosowania nowego aksjomatu, ktérych dowody z pomoca
nowych aksjomatéw sa jednakze zdecydowanie prostsze i tatwiejsze do odkrycia
i umozliwiaja polaczenie wielu réznych dowodéw w jeden. [...] Moga [...] istniec
aksjomaty tak bogate w weryfikowalne konsekwencje, rzucajace tyle Swiatla na cala
dziedzine i dajace tak silne metody rozwiazywania probleméw (nawet rozwiazywa-
nia ich w sposéb konstruktywny, o ile to tylko jest mozliwe), ze niezaleznie od tego,
czy sa one wewnetrznie konieczne, czy nie, powinny zosta¢ przyjete w takim sa-
mym sensie, jak kazda dobrze zbudowana (well-established) teoria fizyczna” (Godel,
1964, s. 113-114).
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THE NOTION OF EXPLANATION IN GODELS PHILOSOPHY OF
MATHEMATICS

SummaRry: The article deals with the question of in which sense the notion of
explanation (which is rather characteristic of empirical sciences) can be applied
to Kurt Godel’s philosophy of mathematics. Godel, as a mathematical realist,
claims that in mathematics we are dealing with facts that have an objective
character (in particular, they are independent of our activities). One of these
facts is the solvability of all well-formulated mathematical problems — and
this fact requires a clarification. The assumptions on which Goédel’s position
is based are: (1) metaphysical realism: there is a mathematical universe, it
is objective and independent of us; (2) epistemological optimism: we are
equipped with sufficient cognitive power to gain insight into the universe
Godel’s concept of a solution to a mathematical problem is much broader
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than of a mathematical proof - it is rather about finding reliable axioms that
lead to a (formal) solution of the problem. I analyze the problem presented in
the article, taking as an example of the continuum hypothesis.

Key woRrDs: mathematical realism, mathematical explanation, incomplete-
ness theorems, mathematical universe, continuum hypothesis.






