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KurTt GODEL”

O PEWNYCH ZASADNICZNYCH TWIERDZENIACH
DOTYCZACYCH PODSTAW MATEMATYKI
I WNIOSKACH Z NICH PLYNACYCH™

Badania nad podstawami matematyki przyniosty w ostatnich dzie-
siecioleciach wyniki, ktére wydaja mi sie ciekawe nie tylko dla nich sa-
mych, lecz takze z uwagi na wnioski, jakie plyna z nich w odniesieniu
do tradycyjnych probleméw filozoficznych dotyczacych natury mate-
matyki. Same wyniki sa do$¢ szeroko znane, mimo to jednak sadze, ze
warto raz jeszcze przedstawic je w zarysie, zwlaszcza w obliczu faktu,
ze dzigki pracy szeregu matematykoéw zyskaly one znacznie doskonal-
sza forme, niz mialy pierwotnie. Najwigkszy postep, majacy decyduja-
ce znaczenie dla tych wynikoéw, stal sie mozliwy dzigki precyzyjnemu

* Works of Kurt Gédel used with permission of Institute for Advanced Study.
Unpublished Copyright Institute for Advanced Study. All rights reserved.

** Artykut jest przektadem pracy GopeL (1995). Jest to tekst wyktadu wygloszo-
nego przez Godla pt. Some basic theorems on the foundations of mathematics and their
philosophical implications 26 grudnia 1951 r. na Uniwersytecie Browna w Providence
w stanie Rhode Island. Wyklad mial miejsce w ramach cyklu wykladéw Josiah Wil-
lard Gibbs Lectures, organizowanych przez Amerykanskie Towarzystwo Matema-
tyczne dorocznie na ré6znych uniwersytetach amerykanskich poczawszy od 1924 r.
Ich zasadniczym celem jest przedstawienie wkladu, jaki wspoélczesna matematyka
wnosi do ludzkiego rozumienia Swiata. Wsréd oséb zaproszonych do wygloszenia
wyklad6w im. Gibbsa znalezli si¢ précz Godla m.in. G.H. Hardy, A. Einstein, J. von
Neumann, S. Chandrasekhar, H. Weyl, N. Wiener, C.E. Shannon, E.P. Wigner,
H.A. Simon, S. Weinberg, E. Witten, R. Penrose [przyp. ttumacza].
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zdefiniowaniu pojecia skonczonej procedury!. Definicje taka mozna
uzyskac na rézne sposoby, ktére w efekcie daja doktadnie to samo poje-
cie. Najbardziej zadowalajacy sposob polega moim zdaniem na sprowa-
dzeniu pojecia skonczonej procedury do pojecia maszyny o skonczonej
liczbie czesci, co uczynit brytyjski matematyk Turing. Co do filozoficz-
nych konsekwencji wspomnianych wynikéw, nie sadze, by kiedykolwiek
nalezycie je przedyskutowano, czy chocby zwrécono na nie uwage.
Wyniki metamatematyczne, ktore mam na mysli, skupiaja sie wokot
jednego, podstawowego faktu. Mozna wrecz powiedziec, ze stanowia
jedynie rézne jego aspekty. Fakt ten mozna by okresli¢ jako zasadni-
cza niezupelnos$¢ (incompletability) lub niewyczerpalnoS¢ (inexhaustibi-
lity) matematyki. W najprostszej formie napotykamy go wtedy, gdy
metode aksjomatyczna stosujemy nie do jakiego$ systemu hipotetycz-
no-dedukcyjnego w rodzaju geometrii (gdzie matematyk moze glosic
jedynie warunkowa prawdziwos¢ twierdzen), lecz do matematyki wla-
sciwej, tj. do tych wszystkich zdan matematycznych, ktére sa prawdzi-
we w sensie absolutnym, bez zadnych dodatkowych zalozen. Zdania
tego rodzaju musza istniec, inaczej bowiem nie moglyby réowniez ist-
nie¢ zadne twierdzenia hipotetyczne. Np. pewne implikacje o postaci
jezeli przyjac takie a takie aksjomaty, to prawdziwe jest takie a takie twierdzenie
koniecznie musza by¢ prawdziwe w sensie absolutnym. Taki sam cha-
rakter ma tez niewatpliwie dowolne twierdzenie finitystycznej teorii
liczb, np. 2 + 2 = 4. OczywiScie zadanie zaksjomatyzowania matema-
tyki wlasciwej odbiega od zwyklego rozumienia aksjomatyki. W pierw-
szym przypadku bowiem aksjomaty nie sa dowolne, lecz musza stano-
wic trafne zdania matematyczne, w dodatku oczywiste bez dowodu.
Nie spos6b unikna¢ koniecznosci przyjmowania pewnych aksjomatow
lub regut wnioskowania jako oczywistych bez dowodu, dowody musza
bowiem miec jakis poczatek. Istnieja jednak bardzo rézne poglady na
zakres tego, co okreslitem jako matematyke wlasciwa. Np. intuicjonisci
i finitySci odrzucaja niektére z jej aksjomatéw i pojec, uznawane przez
innych, np. zasade wylaczonego srodka czy ogélne pojecie zbioru.

! Pojecie to, na uzytek zastosowan rozwazanych w tym wykladzie, jest réwno-
wazne pojeciu ,,obliczalnej funkgji liczb catkowitych” (tj. takiej, ktérej definicja fak-
tycznie umozliwia obliczenie f(n) dla kazdej liczby catkowitej n). Procedury, ktére
beda tu rozwazane, operuja nie na liczbach catkowitych, lecz na formutach, jednak
z uwagi na numeracj¢ wchodzacych w gre formul mozna je zawsze sprowadzi¢ do
procedur operujacych na liczbach catkowitych.
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Jednak zjawisko niewyczerpalno$ci matematyki® zawsze daje o so-
bie zna¢ w tej czy innej formie, bez wzgledu na to jakie stanowisko
zajmujemy. Wystarczy zatem jesli objasni¢ je na przykladzie najprost-
szego 1 najbardziej naturalnego stanowiska, ktére przyjmuje matema-
tyke taka jaka jest, nie okrawajac jej w zaden sposéb. Z tego punktu
widzenia matematyka jest sprowadzalna do abstrakcyjnej teorii mno-
gosci. Np. powiedzenie, ze aksjomaty geometrii rzutowej pociagaja
za soba pewne twierdzenie, znaczy, ze jezeli pewien zbiér M elemen-
tow zwanych punktami oraz pewien zbiér N podzbioréw zbioru M,
zwanych liniami prostymi, spelniajg te aksjomaty, to rozwazane twier-
dzenie zachodzi dla M i N. By przytoczy¢ inny przyklad: twierdze-
nia teorii liczb mozna interpretowaé¢ jako méwiace o zbiorach skon-
czonych. Zasadniczym problemem jest tu wiec aksjomatyzacja teorii
mnogosci. Ot6z gdy zajmujemy si¢ tym problemem, wynik okazuje
sie zupelnie rézny od tego, czego mozna by oczekiwac. Zamiast, jak
w geometrii, otrzymac skonczona liczb¢ aksjomatéw, stajemy w obli-
czu nieskonczonego szeregu aksjomatéw, ktéory mozna dowolnie wy-
dtuza¢ bez perspektywy konca i najprawdopodobniej bez mozliwosci
zebrania wszystkich tych aksjomatéw w jakiejs skonczonej regule ich
wytwarzania®. Dzieje si¢ tak dlatego, ze jesli chcemy unikna¢ paradok-
s6w teoril mnogosci, bez wprowadzania elementéw catkowicie obcych
w stosunku do faktycznego postgpowania matematycznego, to poje-
cie zbioru musi by¢ aksjomatyzowane krok po kroku®. Jezeli np. za-
czynamy od liczb catkowitych, tj. szczegélnego rodzaju zbioréw skon-
czonych, to najpierw mamy zbiory liczb calkowitych i odnoszace sie
do nich aksjomaty (aksjomaty pierwszego poziomu), nastepnie zbiory
zbioréw liczb catkowitych z odpowiednimi aksjomatami (aksjomatami
drugiego poziomu) i tak dalej, dla dowolnej skonczonej iteracji opera-

2 Przez ,matematyke” tu i w dalszym ciggu nalezy rozumie¢ ,,matematyke wla-
Sciwa” (ktéra oczywiscie zawiera logike formalna w tej mierze, w jakiej ta uchodzi
za trafna z punktu widzenia danego stanowiska).

$W aksjomatykach dziedzin pozamatematycznych, jak np. geometria fizyczna,
zaklada si¢ matematyke wlasciwa; aksjomatyzacja dotyczy natomiast tresci danej
dyscypliny tylko w tej mierze, w jakiej wykracza ona poza matematyke wlasciwa.
Tres¢ ta, przynajmniej w dotychczas napotkanych przypadkach, daje si¢ wyrazi¢
w skoniczonej liczbie aksjomatéw.

* Okoliczno$¢ ta nie jest od razu widoczna przy zwyklym sposobie przedsta-
wiania aksjomatow, jednak wychodzi na jaw, gdy blizej zastanawiamy si¢ nad ich
znaczeniem.
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¢ji ,,zbiér™. Nastepnie mamy zbiér wszystkich tych zbioréw skonczo-
nego rzedu. Ale zbiér ten mozemy znéw potraktowac w dokladnie taki
sam sposob, w jaki przedtem potraktowaliSmy zbior liczb catkowitych,
tzn. mozemy rozwazac jego podzbiory (tj. zbiory rzedu w) i formuto-
wac aksjomaty dotyczace ich istnienia. Postgpowanie to mozna oczywi-
Scie rozszerzy¢ poza w, dochodzac do dowolnej pozaskonczonej liczby
porzadkowej. Jako kolejnego aksjomatu mozna wiec zazadac tego, by
iteracja tego postepowania bylo mozliwa dla dowolnej liczby porzadko-
wej, tj. dla kazdego typu porzadkowego nalezacego do jakiegos zbioru
dobrze uporzadkowanego. Ale czy w ten sposéb dochodzimy do kon-
ca? Bynajmniej. Mamy teraz bowiem nowa operacje tworzenia zbio-
réow, a mianowicie budowanie zbioru z pewnego wyjsciowego zbioru
A 1 pewnego dobrze uporzadkowanego zbioru B przez zastosowanie
do A operacji ,,zbiér” tyle razy, na ile wskazuje dobrze uporzadkowany
zbiér BY. A utozsamiajac B z pewnym dobrym porzadkiem w zbiorze
A, mozemy powtarzac t¢ nowa operacj¢ w pozaskonczonosc. To z ko-
lei da poczatek nowej operacji, ktéra mozemy potraktowac w taki sam
sposob itd. Kolejny krok bedzie wigc polegal na przyjeciu, iz kazda
operacje wytwarzajaca zbiory ze zbioréw mozna powtarza¢ dla dowol-
nej liczby porzadkowej (tj. typu porzadkowego zbioru dobrze upo-
rzadkowanego). Ale czy to juz koniec? Nie, gdyz mozemy przyjac nie
tylko, ze opisane przed chwilg postepowanie mozna zastosowa¢ do
dowolnej operacji, lecz nadto ze powinien istnie¢ zbiér domkniety ze
wzgledu na nie, tj. posiadajacy taka wlasnosc, ze jesli postepowanie to
(z dowolng operacja) zastosujemy do elementéw tego zbioru, w wyni-
ku otrzymamy réwniez elementy tego zbioru. Zapewne domyslaja si¢
juz panstwo, ze wciaz nie doszliSmy do konca, nie moze bowiem miec
konca taka procedura tworzenia aksjomatéw, gdyz samo doprowa-
dzenie jej do pewnego etapu prowadzi do kolejnego aksjomatu. To
prawda, ze we wspolczesnej matematyce nigdy w praktyce nie korzy-
sta si¢ z najwyzszych szczebli tej hierarchii. Bez obaw mozna powie-

5 Operacja ,zbiér” jest w istocie tozsama z operacja ,zbiér potegowy”, gdzie
zbiér potegowy zbioru M jest to na mocy definicji zbiér wszystkich podzbioréw M.

5W celu wykonania iteracji mozna przyjaé, ze A = B i zatozy¢, ze dla kazdego
zbioru wskazano pewien dobry porzadek. Dla liczb porzadkowych drugiego
rodzaju [[granicznych liczb porzadkowych]] zawsze mozna utworzy¢ zbior
wszystkich zbioréw wczesniej otrzymanych [podwéjne nawiasy kwadratowe
oznaczaja uzupelnienia redaktoréw Kurt Godel: Collected Works — przyp. red.].
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dzie¢, ze 99,9% dzisiejszej matematyki zamyka si¢ w trzech pierwszych
szczeblach. W praktyce zatem calo$¢ matematyki mozna sprowadzic
do skonczonej liczby aksjomatéw. Stanowi to jednak przygodna oko-
licznos$c¢ historyczna, bez znaczenia dla rozwazan dotyczacych zasad.
Poza tym nie jest rzecza calkowicie nieprawdopodobna, ze ta wlasci-
wos¢ dzisiejszej matematyki moze miec¢ co§ wspélnego z inna jej ce-
cha, a mianowicie niezdolnoscia do udowodnienia, pomimo wielolet-
nich wysitkéw, pewnych fundamentalnych twierdzen, takich jak np.
hipoteza Riemanna. Mozna bowiem pokazaé, ze aksjomaty dla zbio-
réw wyzszych poziomoéw sa istotne nie tylko dla tych zbioréw, lecz maja
konsekwencje nawet dla zbioréw poziomu 0, tj. dla teorii liczb catkowi-
tych. Scislej méwiac, kazdy z tych aksjomatéw teorii mnogosci pocigga
za soba rozwiazanie pewnych probleméw diofantycznych, ktére byly
nierozstrzygalne na podstawie dotychczasowych aksjomatéw’. Pro-
blemy diofantyczne, o ktére tu chodzi, sa nast¢pujacego typu: Niech
P(x,,..., X, ¥,,..., y,) bedzie wielomianem o danych wspoélczynnikach
catkowitych i n + m zmiennych x,,..., x,, y,,..., y,,. Zmienne x, potrak-
tujmy jako niewiadome, a zmienne y, jako parametry. Mamy wéwczas
nastepujacy problem: czy réwnanie P = 0 ma rozwigzania calkowite
dla dowolnych catkowitych wartosci parametréw, czy tez dla pewnych
calkowitych wartosci parametréw réwnanie to nie ma rozwiazan cal-
kowitych? Kazdemu z aksjomatéw teorii mnogosci mozna przyporzad-
kowac pewien wielomian P, dla ktérego sformulowany przed chwilg
problem staje si¢ rozstrzygalny na mocy tego aksjomatu. Mozna nawet
osiagnac to, ze rzad wielomianu P nie bedzie nigdy wyzszy niz 4. Dzi-
siejsza matematyka nie umie jeszcze wykorzystywac aksjomatéow teo-
riomnogosciowych do rozwiazywania problemoéw teorii liczb, jedyny
wyjatek stanowia aksjomaty pierwszego poziomu. Faktycznie uzywa sie
ich w analitycznej teorii liczb. Mozna jednak dowies¢, ze nie wystarcza

7 Jezeli twierdzenie to ma zachowywaé wazno$¢ takze dla stanowiska intuicjo-
nistycznego lub finitystycznego, trzeba zalozy¢ niesprzecznos¢ aksjomatéw teorii
mnogosci. Niesprzecznos¢ ta jest czyms$ oczywistym (mozna jej wiec nie zakladac),
jezeli teori¢ mnogosci uznajemy za matematyke wlasciwa. Podobne twierdzenie za-
chodzi jednak réwniez dla matematyki finitystycznej, przy tym bez problematycz-
nego zalozenia niesprzecznosci; mianowicie wprowadzanie funkcji rekurencyjnych
coraz wyzszych rzedéw prowadzi do rozwiazania coraz wiekszej liczby okreslonego
rodzaju probleméw z zakresu teorii liczb. W matematyce intuicjonistycznej bez
watpienia zachodzi podobne twierdzenie dotyczace wprowadzania (przez nowe
aksjomaty) coraz wigkszych liczb porzadkowych nalezacych do drugiej klasy liczb.
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one do objecia calej teorii liczb. Pewien rodzaj teoriomnogosciowej
teorii liczb, wciaz czekajacy na odkrycie, z pewnoscia siegnatby znacz-
nie dalej.

Dotychczas probowalem objasnic¢ fakt, ktéry nazywam zasadniczg
niezupelnosciq matematyki, w odniesieniu do jednego tylko ujecia pod-
staw matematyki, a mianowicie aksjomatycznej teorii mnogosci. Jed-
nak pewne bardzo ogélne twierdzenia prowadza do wniosku, ze fakt
ten jest calkowicie niezalezny od przyjetego ujecia i punktu widzenia.
Pierwsze z tych twierdzen glosi po prostu, ze jakikolwiek dobrze okreslo-
ny zbior aksjomatow i regut wnioskowania wybierzemy, zawsze bedg istniec pro-
blemy diofantyczne opisanego typu, nierozstrzygalne na mocy tych aksjomatow
v regul, jezeli tylko mie mozna z nich wyprowadzic zadnych falszywych zdan
tego typu®. Méwiac o dobrze okreslonym systemie aksjomatéw i regut,
mam na mysli jedynie, ze musi by¢ mozliwe faktyczne wypisanie ak-
sjomatéw w pewnej Scistej notacji, a jesli ich liczba jest nieskonczona,
nalezy podac skonczona procedure pozwalajaca wypisac je wszystkie
po kolei. Réwniez reguly wnioskowania powinny by¢ takie, ze dla do-
wolnych przestanek mozna albo wypisa¢ wniosek (na mocy ktérejkol-
wiek z regul wnioskowania), albo wykaza¢, ze zaden wniosek nie wyni-
ka z nich bezposrednio na mocy rozwazanej reguly wnioskowania. Te
postulaty pod adresem regut i aksjomatéw sa réwnowazne zalozeniu,
ze powinno by¢ mozliwe zbudowanie skonczonej maszyny, w Scistym
sensie ,maszyny Turinga”, ktéra moglaby wypisa¢ po kolei wszystkie
konsekwencje aksjomatéw. Z tej racji rozwazane twierdzenie jest rOw-
nowazne faktowi, ze nie istnieje skonczona procedura rozstrzygania
dla wszystkich probleméw diofantycznych opisanego typu.

Drugie twierdzenie wiaze si¢ z pojeciem niesprzecznosci. W przy-
padku dobrze okreslonego systemu aksjomatow i regul zagadnienie
ich niesprzecznosci samo jest oczywiscie dobrze okreslonym zagadnie-
niem matematycznym. Co wiecej, poniewaz symbole i zdania dowol-
nego formalizmu s3 zawsze co najwyzej przeliczalne, wszystko moz-
na odzwierciedli¢ w liczbach calkowitych, jest wiec prawdopodobne,
i faktycznie da si¢ dowies¢, ze zagadnienie niesprzeczno$ci mozna
zawsze przeksztalci¢ w zagadnienie z zakresu teorii liczb (SciSlej mo-

8 Zalozenie to mozna zastapi¢ niesprzecznoscia (jak wykazal Rosser w swo-
jej pracy [[1936]]), jednak zdania nierozstrzygalne maja wéwczas nieco bardziej
skomplikowang strukture. Nalezy nadto dodac zalozenie, ze z aksjomatéw wyni-
kaja pierwotne wlasnosci dodawania, mnozenia i relacji <.
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wiac, w jedno z zagadnien wyzej opisanego typu). Ot6z twierdzenie to
mowi, ze dla dowolnego dobrze okreslonego systemu aksjomatow 1 regut zda-
nie stwierdzajgce ich niesprzecznosc® (a raczej rownowazne mu zdanie teorii
liczb) jest niedowodliwe na podstawie tych aksjomatow @ regul, o ile te aksjo-
maty i reguly sq niesprzeczne i wystarczg do wyprowadzenia okreslonego frag-
mentu'® finitystycznej arytmetyki liczb catkowitych. Wtasnie to twierdzenie
szczeg6lnie dobrze uwidacznia zasadnicza niezupelnos¢ matematyki.
Albowiem wyklucza ono, by ktos zbudowal dobrze okreslony system aksjo-
matow @ regul oraz niesprzecznie wyglosil nastgpujgce zdanie na jego temat:
Wszystkie te aksjomaty i reguly jawiq mi sig (z matematyczng pewnoscig) jako
trafne, a ponadto wwazam, ze zawierajg one calos¢ matematyki. Jezeli kto§
wyglasza takie zdanie, przeczy samemu sobie!l. Jezeli bowiem rozwa-
zane aksjomaty jawia mu si¢ jako trafne, to jawiag mu si¢ one réwniez
(z ta sama pewnoscia) jako niesprzeczne. Posiada zatem wglad mate-
matyczny niewywodliwy z jego aksjomatéw. Nalezy jednak zachowac
ostroznos¢, by nalezycie zrozumie¢ znaczenie tego stanu rzeczy. Czy
znaczy on, ze zaden dobrze okreslony system trafnych aksjomatéw
nie moze zawierac calej matematyki wlasciwej? Tak, o ile przez ma-
tematyke wlasciwa rozumiemy system wszystkich prawdziwych zdan
matematycznych; nie, jezeli rozumiec przez nia system wszystkich do-
wodliwych zdan matematycznych. Oba znaczenia matematyki bede
rozréznia¢ méwiac o matematyce w sensie obiektywnym i subiektyw-
nym. Z pewnoscia zaden dobrze okreSlony system trafnych aksjoma-
tow nie moze objac calej matematyki obiektywnej, gdyz zdanie stwier-
dzajace niesprzeczno$¢ systemu jest prawdziwe, ale niedowodliwe
w tym systemie. Jednak co sie tyczy matematyki subiektywnej, nie jest
wykluczone, ze istnieje skonczona regula dajaca w wyniku wszystkie
jej oczywiste aksjomaty. Jezeli jednak regula taka istnieje, to my, wy-
posazeni w nasze ludzkie zdolnoSci pojmowania, z pewnoscia nigdy
nie moglibySmy wiedzie¢, ze ma ona te wlasciwos¢, tj. nigdy nie mo-
glibySmy wiedzie¢ z matematyczna pewnoscia, ze wszystkie zdania, do

9 Jest to jedno ze zdan nierozstrzygalnych przy zalozeniu, ze nie da si¢ wypro-
wadzi¢ zadnych falszywych [[zdan]] teorii liczb (patrz twierdzenie poprzednie).

19 A mianowicie aksjomatéw Peano i reguly definiowania przez zwykla induk-
cje, w polaczeniu z logika spelniajaca najsurowsze wymogi finitystyczne.

" Jezeli méwi jedynie ,,Sadze, ze jedno po drugim bedg mi si¢ one jawi¢ jako
prawdziwe” (przy czym ich liczba ma by¢ nieskonczona), nie przeczy samemu so-
bie (zob. nizej).
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ktérych ona prowadzi, sa trafne!?. Lub tez, innymi stfowy, mogliby$§my
postrzegac jako prawdziwe tylko jedno zdanie po drugim, dla dowol-
nej skonczonej ich liczby. Natomiast zdanie gloszace, ze wszystkie one
sa prawdziwe, moglibySmy znac co najwyzej z empiryczna pewnoscia,
na podstawie wystarczajacej liczby przypadkéw lub na mocy innych
wnioskowan indukcyjnych!®. Gdyby tak bylo, znaczyloby to, ze umyst
ludzki (w dziedzinie czystej matematyki) jest rOwnowazny maszynie
skonczonej, ktéra jednak nie jest zdolna do pelnego!* rozumienia
swego wlasnego dziatania. Ta niezdolnos¢ [[czlowieka]] do zrozumie-
nia samego siebie jawilaby mu si¢ opacznie jako jego [[(umystu)]] bez-
graniczno$¢ czy niewyczerpalnos$é. Prosze jednak zauwazyc, ze gdyby
tak byto, nie uchylatoby to zadng miarg zasadniczej niezupetnosci ma-
tematyki obiektywnej. Przeciwnie, czyniloby ja tylko jeszcze bardziej
uderzajaca. Gdyby bowiem umyst ludzki byl réwnowazny skonczone;j
maszynie, matematyka obiektywna nie tylko bytaby zasadniczo niezu-
pelna w tym sensie, ze nie bylaby zawarta w zadnym dobrze okreslo-
nym systemie aksjomatycznym, lecz nadto w tym, ze istnialyby ab-
solutnie nierozwiazywalne problemy diofantyczne opisanego wyzej
typu, gdzie epitet ,absolutnie” znaczy, ze bylyby one nierozstrzygalne
nie tylko w ramach pewnego okreslonego systemu aksjomatycznego,
lecz przez jakikolwiek dowéd matematyczny mozliwy do pomysle-
nia dla ludzkiego umystu. Nieuchronnie prowadzi to do nastepuja-
cej alternatywy: bgdz matematyka jest zasadniczo niezupelna w tym sensie,
ze jej oczywistych aksjomatow nigdy mie da sig zawrzec w skoviczonej regule,

12 To bowiem (lub konsekwencja tego dotyczaca niesprzecznosci aksjomatow)
stanowiloby wglad matematyczny niewywodliwy z rozwazanych aksjomatéw i re-
gul, co przeczyloby zalozeniu.

13 Na przyklad jest do pomyslenia (choé¢ daleko wykracza poza granice dzi-
siejszej nauki), ze fizjologia mézgu rozwinglaby sie tak dalece, iz bytoby wiadomo
z empiryczna pewnoscia: 1) ze mézg wystarczy do wyjasnienia wszystkich zjawisk
umyslowych i ze stanowi maszyne w sensie Turinga oraz 2) ze taka a taka jest
dokladnie budowa anatomiczna i funkcjonowanie fizjologiczne tej czesci mozgu,
ktéra odpowiada za myslenie matematyczne. Jesli ponadto zajmujemy stanowisko
finitystyczne (lub intuicjonistyczne), to takie wnioskowanie indukcyjne mogloby
opierac si¢ na (mniej lub bardziej empirycznym) przekonaniu, ze matematyka
niefinitystyczna (lub nieintuicjonistyczna) jest niesprzeczna.

4 Oczywiscie fizyczne dziatanie mechanizmu myslacego mogtoby by¢ w pelni
zrozumiale; jednak wglad w to, ze ten konkretny mechanizm musi zawsze prowa-
dzi¢ do trafnych (czy chocby niesprzecznych) wynikéw, przekraczaloby zdolnosci
rozumu ludzkiego.
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co znaczy, ze umyst ludzki (nawet w dziedzinie czystej matematyki) nieskoricze-
nie przewyzsza moc dowolnej skoviczonej maszyny, bgdz istniejg absolutnie nie-
rozwigzywalne problemy diofantyczne wskazanego wyzej typu (przy czym nie
jest wykluczone, ze oba czlony alternatywy sa prawdziwe, istnieja wiec,
SciSle biorac, trzy mozliwosci). To wlasnie ten, dowiedziony matema-
tycznie fakt wydaje mi si¢ ogromnie interesujacy filozoficznie. W tym
kontekscie ma oczywiscie wielkie znaczenie to, ze przynajmniej on jest
catkowicie niezalezny od stanowiska, jakie zajmujemy w kwestii pod-
staw matematyki'.

Niezaleznos¢ ta jest jednak pod jednym wzgledem ograniczona,
a mianowicie zajmowane stanowisko musi by¢ na tyle liberalne, by do-
puszczac jako sensowne zdania méwigce o wszystkich liczbach catko-
witych. Gdyby kto§ byt tak Scistym finitysta, ze twierdzilby, iz tylko jed-
nostkowe zdania typu 2 + 2 = 4 naleza do matematyki wlasciwe;j'®,
twierdzenie o zasadniczej niezupelnosci nie dotyczyloby go — w kaz-
dym razie nie to twierdzenie o zasadniczej niezupelnosci. Nie sadze
jednak, by takiej postawy mozna bylo trzymac sie w sposéb sp6jny, do-
kladnie ten sam rodzaj Swiadectw kaze nam sadzi¢, ze 2 + 2 = 4 oraz

% Dla intuicjonistéw i finitystéw twierdzenie to ma posta¢ implikacji (a nie al-
ternatywy). Nalezy odnotowad, ze intuicjonisci zawsze glosili pierwszy czlon alter-
natywy (i przeczyli drugiemu, gdyz nie moga ich zdaniem istnie¢ zdania, ktérych
nierozstrzygalnos¢ bytaby dowodliwa). To jednak nie ma zadnego znaczenia dla
kwestii, ktora ewentualno$¢ stosuje siec do matematyki intuicjonistycznej, jezeli
wystepujace w niej terminy rozumie¢ w sensie obiektywnym (odrzucanym przez
intuicjonistéw jako pozbawiony znaczenia). Co si¢ tyczy finityzmu, bardzo praw-
dopodobne jest, ze pierwszy czlon alternatywy jest falszywy.

16 Stanowisko implikacjonistyczne” K. Mengera (1930, s. 323), rozumiane
w najscislejszym sensie, prowadzitoby do takiej postawy, wedtug niego bowiem je-
dynymi sensownymi zdaniami matematycznymi (tj., w mojej terminologii, jedyny-
mi nalezacymi do matematyki wlasciwej) bylyby te, ktére stwierdzaja, ze taki a taki
wniosek mozna wyprowadzi¢ z takich a takich aksjomatéw i regul wnioskowania
w taki a taki sposob. Zdanie to jest jednak pod wzgledem logicznym dokladnie
takie samo jak 2 + 2 = 4. A oto niektdre z niedajacych si¢ utrzymac konsekwencji
tego stanowiska: zdanie przeczace mowiace, ze wniosku B nie mozna wyprowadzic
z aksjomatéw i regul A, nie nalezaloby do matematyki wlasciwej; nie byloby wiec
o nim wiadomo nic précz tego, ze wynika ono z pewnych innych aksjomatéw i re-
gul. Jednak (poniewaz te inne aksjomaty i reguly sa arbitralne) dowéd, ze zdanie
to z nich wynika, zadna miara nie wykluczalby mozliwosci, ze (pomimo formal-
nego dowodu czego$ przeciwnego) pewnego dnia uda si¢ wywies¢ B z A. Z tego
samego powodu zwykly indukcyjny dowéd tego, ze a + b = b + a, nie wykluczaltby
mozliwosci odkrycia dwéch liczb catkowitych nie spetniajacych tego réwnania.
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zea + b =0b + a dla dowolnych dwéch liczb catkowitych a, b. Co wiecej,
stanowisko to, by zachowac¢ sp6jnos¢, musialoby réwniez wykluczy¢
pojecia odnoszace si¢ do wszystkich liczb catkowitych, takie jak
»1” (lub do wszystkich formul, jak , poprawny dowéd zgodny z taki-
mi a takimi regutami”), i zastapic je innymi, majacymi zastosowanie je-
dynie do pewnej skonczonej dziedziny liczb catkowitych (lub formut).
Nalezy jednak zauwazy¢, ze cho¢ prawdziwos¢ naszej alternatywy jest
niezalezna od zajmowanego stanowiska, kwestia, ktory z jej cztonow
jest prawdziwy, nie musi by¢ od niego niezalezna (zob. przypis 15).

Mysle, ze wystarczajaco juz objas$nitem matematyczne aspekty sy-
tuacji i moge przejs¢ z kolei do implikacji filozoficznych. Oczywiscie,
w nastepstwie malo zaawansowanego stanu filozofii w naszych czasach
nie nalezy oczekiwac, ze wnioski te zostang wyciagniete z matematycz-
ng Scistoscig.

Odpowiednio do alternatywnej formy gléwnego twierdzenia o za-
sadniczej niezupelnosci matematyki, jego implikacje filozoficzne prima
facie tez beda mialy postac¢ alternatywy; w kazdym wypadku jednak
okaza si¢ zdecydowanie przeciwstawne filozofii materialistycznej. Jeze-
li mianowicie prawdziwy jest pierwszy czlon alternatywy, to wydaje si¢
stad wynikac, ze dzialania umystu ludzkiego nie da si¢ sprowadzi¢ do
dziatania moézgu, ktéry wedle wszelkich danych jest skonczona maszy-
na o skonczonej liczbie czesci, a mianowicie neuronéw i ich polaczen.
Zdaje si¢ to prowadzi¢ do jakiej$ wersji stanowiska witalistycznego.
Z kolei drugi czton alternatywy, gloszacy istnienie absolutnie nieroz-
strzygalnych zdan matematycznych, wydaje si¢ obala¢ poglad, ze ma-
tematyka jest jedynie naszym wytworem; tworca bowiem z konieczno-
Sci zna wszystkie wlasnosci swych wytworéw, gdyz nie moga one miec¢
zadnych wlasnosci précz tych, ktére on im nadal. Tak wiec ten czlon
alternatywy zdaje si¢ implikowac, ze przedmioty i fakty matematycz-
ne (lub przynajmniej co$ w nich) istnieja obiektywnie i niezaleznie od
naszych czynnosci umyslowych i decyzji, a zatem wydaje si¢ impliko-
wac taka czy inng forme platonizmu lub ,realizmu” w odniesieniu do
przedmiotéw matematycznych!”. Albowiem empiryczna interpretacja

17 Nie istnieje termin dostatecznie ogdlny, by wyrazi¢ doktadnie ten wniosek,
ktéry moéwi tylko tyle, ze przedmioty i twierdzenia matematyki sa tak samo obiek-
tywne 1 niezalezne od naszych wolnych wyboréw i aktow twérczych, jak swiat fi-
zyczny. Nie rozstrzyga on jednak w zaden sposéb, czym sa te obiektywne byty,
a w szczego6lnosci, czy sa umiejscowione w przyrodzie, ludzkim umysle czy ani
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matematyki'®, j. poglad ze fakty matematyczne sa szczegélnym rodza-
jem faktoéw fizycznych lub psychologicznych, jest zbyt niedorzeczna,
by mozna ja bylo powaznie podtrzymywac (patrz nizej). Nie wiadomo,
czy pierwszy czlon alternatywy jest prawdziwy, w kazdym jednak razie
jest on zgodny z pogladami niektérych sposréd czolowych przedstawi-
cieli fizjologii mézgu i nerwéw, ktérzy bardzo stanowczo przecza moz-
liwosci czysto mechanistycznego wyjasnienia proceséw psychicznych
i nerwowych.

Co si¢ tyczy drugiego czlonu alternatywy, kto§ méglby zaoponowaé
wskazujac na to, ze budowniczy nie musi koniecznie zna¢ kazdej wla-
snosci tego, co buduje. Na przyklad budujemy maszyny, a mimo to nie
potrafimy przewidzie¢ ich zachowania pod kazdym wzgledem. Jest to
jednak bardzo mizerny zarzut. Maszyn nie tworzymy bowiem z nicze-
go, lecz budujemy z pewnych danych z géry materialéw. Gdyby sytu-
acja w matematyce byla podobna, ten material czy podstawa naszych
konstrukgeji bylyby czyms$ obiektywnym i wymuszalyby na nas zajecie
stanowiska realistycznego, nawet gdyby pewne inne skladniki mate-
matyki byly naszym wlasnym wytworem. Byloby tak réwniez wtedy,
gdybySmy w naszych twérczych poczynaniach uzywali jakiegos$ narze-
dzia znajdujacego sie w nas, jednak réznego od naszego ja (np. ,,rozu-
mu”, interpretowanego jako cos w rodzaju maszyny myslacej). Wow-
czas bowiem fakty matematyczne wyrazalyby (przynajmniej po czesci)
wlasnosci tego narzedzia, ktére istnialoby obiektywnie.

tu, ani tam. Te trzy poglady na nature matematyki odpowiadaja dokladnie trzem
pogladom na nature pojeé, ktére tradycyjnie nosza miana psychologizmu, arysto-
telesowskiego realizmu i platonizmu.

18Tj. poglad, ze przedmioty matematyczne i sposéb, w jaki je poznajemy, nie
r6znia sie¢ istotnie od przedmiotéw fizycznych czy psychicznych oraz praw przy-
rody. Prawdziwy stan rzeczy jest przeciwny: jezeli zakladamy obiektywnos¢ mate-
matyki, to od razu wynika stad wniosek, ze jej przedmioty musza by¢ catkowicie
odmienne od przedmiotéw zmystowych, poniewaz: 1) Zdania matematyczne, po-
prawnie zanalizowane, nie méwia niczego o faktycznym Swiecie w czasie 1 prze-
strzeni. Jest to szczegdlnie jasne w przypadku zdan stosowanych, jak np.: ,Wczoraj
padal deszcz lub nie padat deszcz”. Uwaga ta nie wyklucza istnienia wiedzy czysto
pojeciowej (poza matematyka) spelniajacej te wymogi. 2) Przedmioty matematycz-
ne poznajemy w sposob Scisly, a prawa ogélne mozna poznawaé w sposéb pewny,
tj. w wyniku wnioskowania dedukcyjnego, a nie indukcyjnego. 3) Mozna je po-
znawac (w zasadzie) bez uzycia zmysléw (tj. za pomoca samego rozumu), wlasnie
dlatego, ze nie dotycza faktéw, o ktérych informuja nas zmysty (w tym zmyst we-
wnetrzny), lecz mozliwosci i niemozliwosci.
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Po trzecie, kto§ moglby zaoponowac, ze znaczenie zdania méwiace-
go o wszystkich liczbach catkowitych moze polegac jedynie na istnie-
niu ogélnego dowodu, nie sposéb bowiem sprawdzi¢ go po kolei dla
wszystkich liczb calkowitych. A przeto w przypadku nierozstrzygalne-
go zdania o wszystkich liczbach calkowitych ani ono samo, ani jego ne-
gacja nie sa prawdziwe. Ani jedno, ani drugie nie wyraza zatem zadnej
obiektywnie istniejacej, ale nieznanej wlasnosci liczb catkowitych. Nie
jestem teraz w stanie rozwazy¢ kwestii epistemologicznej, czy poglad
ten jest w ogole spojny. Z pewnoscia wydaje si¢, ze najpierw trzeba
rozumie¢ znaczenie zdania, zanim bedzie mozna zrozumie¢ jego do-
wbd, ze zatem znaczenia ,,wszystkich” nie mozna zdefiniowac za pomo-
ca znaczenia ,,dowodu”. Jednak niezaleznie od tych dociekan episte-
mologicznych chcialbym zwréci¢ uwage na to, ze mozna przypuszczac
prawdziwos$¢ zdania ogélnego (np. ze bede w stanie potwierdzi¢ pew-
na wlasnos¢ dla dowolnej danej mi liczby calkowitej), a jednoczesnie
przypuszczaé, ze nie istnieje og6lny dowod tego faktu. Latwo sobie
wyobrazi¢ sytuacje, w ktérych oba przypuszczenia moga byc bardzo
dobrze ugruntowane. Co si¢ tyczy pierwszego z nich, byloby tak np.
w przypadku, gdyby rozwazane zdanie bylo réwnaniem F(n) = G(n),
po ktérego obu stronach wystepowalyby funkcje arytmetyczne, i kt6-
re mozna by sprawdzi¢ az do bardzo duzych liczb n!'®. Co wigcej, po-
dobnie jak w naukach przyrodniczych, ta inductio per enumerationem
simplicem bynajmniej nie stanowi jedynej mozliwej do pomyslenia me-
tody indukcyjnej w matematyce. Przyznaje, ze kazdy matematyk ma
wrodzona nieche¢ do przydawania argumentom indukcyjnym znacze-
nia wiekszego niz czysto heurystyczne. Sadze jednak, ze jest to wylacz-
nie skutek przesadu, ze przedmioty matematyczne sa w jakims sensie
pozbawione rzeczywistego istnienia. Jezeli matematyka opisuje obiek-
tywny Swiat tak samo jak fizyka, nie ma powodu, dla ktérego metody

19 Takie sprawdzenie réwnosci (ale nie nieréwnosci) dwéch funkgji arytme-
tycznych o nie nazbyt skomplikowanej czy sztucznej strukturze z pewnoscia przy-
dawaloby wielkiego prawdopodobiefistwa ich pelnej réwnosci, aczkolwiek jego
warto$¢ w liczbach nie moglaby zosta¢ oszacowana w obecnym stanie nauki. Latwo
jednak mozna poda¢ przykltady zdan ogélnych o liczbach catkowitych, dla ktérych
prawdopodobienstwo to mozna oszacowac nawet dzisiaj. Np. prawdopodobien-
stwo zdania stwierdzajacego, ze dla kazdego n istnieje co najmniej jedna cyfra # 0
miedzy n-ta a n*ta cyfra rozwiniecia dziesietnego liczby T, jest zbiezne do 1 dla
coraz wigkszych n. Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku twierdzen Goldba-
cha 1 Fermata [[sic]].
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indukcyjne nie moglyby by¢ stosowane w matematyce tak samo jak
w fizyce. Faktem jest, ze w matematyce wciaz przewaza ta sama posta-
wa, ktéra dawnej obowiazywala w stosunku do calej nauki, a mianowi-
cie probujemy wyprowadzac wszystko za pomoca konkluzywnych do-
wodow z definicji (czyli, w terminologii ontologicznej, z istot rzeczy).
Przypuszczalnie metoda ta, o ile pretenduje do monopolu, jest réwnie
bledna w matematyce, jak byla w fizyce.

Rozwazania te pokazuja przy okazji, ze implikacje filozoficzne
przedstawionych faktow matematycznych nie leza bez reszty po stro-
nie filozofii racjonalistycznej lub idealistycznej, lecz pod jednym wzgle-
dem przemawiaja na korzy$¢ stanowiska empirystycznego?’. To praw-
da, ze tylko drugi z czlon6éw alternatywy wskazuje w tym kierunku.
Jednak — i te wlasnie kwesti¢ chce teraz rozwazy¢ — wydaje mi sie,
ze wnioski filozoficzne ptynace z przyjecia drugiego czltonu alternaty-
wy, w szczegolnosci realizm pojeciowy (platonizm), znajduja réwniez
wsparcie we wspolczesnych osiagnieciach w dziedzinie podstaw mate-
matyki bez wzgledu na to, ktory z czlonéw alternatywy jest prawdziwy.
Gléwne argumenty na rzecz takiej oceny sytuacji wydaja mi si¢ naste-
pujace.

Przede wszystkim, gdyby matematyka byla naszym swobodnym wy-
tworem, niewiedza dotyczaca przedmiotéw, ktére stworzylismy, mo-
glaby wprawdzie mie¢ miejsce, jednak tylko wskutek braku jasnej
Swiadomosci tego, co rzeczywiscie stworzyliSmy (lub moze wskutek
praktycznych trudnosci, jakich nastreczaja zbyt skomplikowane obli-
czenia). Powinna zatem znikna¢ (przynajmniej w zasadzie, cho¢ moze
nie w praktyce)?!, gdy tylko osiagniemy pelna jasno$¢. Tymczasem,
cho¢ wspoélczesne badania w dziedzinie podstaw matematyki osiagne-
ty niespotykany wczes$niej stopien Scistosci, nie przyczynito si¢ to prak-
tycznie w ogole do rozwiazania probleméw matematycznych.

Po drugie, dzialalno$¢ matematyka w bardzo niewielkim stopniu
cechuje swoboda, jaka powinien cieszy¢ si¢ tworca. Nawet gdyby, daj-
my na to, aksjomaty opisujace liczby catkowite byly swobodnym wy-
nalazkiem, trzeba przyznac, ze wyobraziwszy sobie pierwszych kilka

20 Méwige dokfadniej, sugeruja one, ze sytuacja w matematyce nie jest az tak
odmienna od tej w naukach przyrodniczych. To, czy w ostatecznym rachunku
racje ma aprioryzm czy empiryzm, jest juz inng kwestig.

21 To znaczy, ze kazdy problem powinien by¢ sprowadzalny do pewnego skon-
czonego obliczenia.
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wlasnosci swych przedmiotéw, matematyk osiaga kres swych zdolno-
Sci tworczych i nie jest w stanie do woli stwarzac¢ réwniez prawdziwosci
swych twierdzen. Jezeli w matematyce istnieje w ogoéle jakas tworczosc,
to kazde twierdzenie stanowi pewne ograniczenie swobody tworzenia.
Ale to, co ogranicza tworczo$¢, musi oczywiscie istnie¢ niezaleznie od
niej*.

I po trzecie, jezeli przedmioty matematyki sg naszymi tworami, to
oczywiscie liczby calkowite i zbiory liczb catkowitych musza by¢ dwo-
ma réznymi tworami, z ktérych pierwszy nie pociaga za soba koniecz-
nie drugiego. Tymczasem do udowodnienia pewnych zdan o liczbach
catkowitych konieczne jest pojecie zbioru liczb catkowitych. By zatem
stwierdzi¢, jakie wlasnosci my nadaliSmy pewnym przedmiotom w na-
szej wyobrazni, musimy najpierw stworzy¢ pewne inne przedmioty —
zaiste, bardzo dziwna sytuacja!

To, co powiedzialem dotychczas, sformutowane zostalo przy uzy-
ciu dos¢ nieostrego pojecia ,,swobodnej twérczosci” lub ,,swobodnej
inwencji”. Prébowano nada¢ tym terminom bardziej precyzyjne zna-
czenie. Ma to jednak tylko taki skutek, ze réwniez obalenie rozwaza-
nego stanowiska zyskuje na precyzji i dobitnosci. Chcialbym pokazac
to szczegélowo na przykladzie najbardziej precyzyjnego, a zarazem
najbardziej radykalnego z podanych dotychczas sformutowan. Chodzi
o interpretacje¢ zdan matematycznych jako wyrazajacych jedynie pew-
ne aspekty konwencji syntaktycznych (lub jezykowych)?, czyli po pro-

22 Nie mozna powiedzieé, ze ograniczenia te powstaja wskutek wymogu nie-
sprzecznodci, ktéry sam jest naszym wolnym wyborem, kto§ mégltby bowiem wy-
brac stworzenie niesprzecznosci ¢ pewnych twierdzen. Na nic nie zda si¢ tez po-
wiedzenie, ze twierdzenia jedynie powtarzaja (w caloSci lub w czesci) wlasnosci
uprzednio wynalezione, wéwczas bowiem Sciste ujecie tego, co zostalo uprzednio
zalozone, musialoby wystarczy¢ do rozstrzygniecia dowolnej kwestii pojawiajacej
sie¢ na gruncie teorii, temu jednak przeczy pierwszy [[argument (wyzej)]] 1 trzeci
argument [[(nizej)]].

23 Chodzi o to, ze konwencje nie moga odnosi¢ sie do zadnych obiektéw poza-
jezykowych (co ma miejsce w przypadku definicji wskazujacej), lecz maja ustalaé
reguly dotyczace znaczenia i prawdziwosci wyrazen symbolicznych wylacznie na
podstawie ich zewnetrznej budowy. Ponadto reguly te nie moga oczywiscie impli-
kowa¢ prawdziwosci ani falszywosci zadnych zdan o faktach (w takim przypadku
bowiem z pewnoscia nie mozna by ich nazwaé pozbawionymi tresci czy syntaktycz-
nymi). To jednak pociaga za soba ich niesprzecznos¢, sprzeczno$¢ bowiem (w logi-
ce klasycznej, ktora tu zakladamy) implikowalaby kazde zdanie o faktach. Nalezy
zauwazy¢, ze jesli termin ,regula syntaktyczna” rozumie¢ w tak ogdlny sposéb,
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stu powtarzajacych fragmenty tych konwencji. W mysl tego pogladu
zdania matematyki, nalezycie zanalizowane, musza okazac si¢ réwnie
pozbawione tresci, jak np. zdanie ,Wszystkie ogiery sa konmi”. Kazdy
sie zgodzi, ze zdanie to nie wyraza zadnego faktu zoologicznego ani
zadnego innego obiektywnego faktu, gdyz jego prawdziwos¢ zasadza
sie wylacznie na okolicznosci, ze wybraliSmy termin ,,ogier” jako skrot
terminu ,.kon plci meskiej”.

Zdecydowanie najpowszechniejszym typem konwencji symbo-
licznych sa definicje (wyrazne lub kontekstowe, przy czym te drugie
musza pozwala¢ na eliminacje terminu definiowanego we wszystkich
kontekstach, w ktorych on wystepuje). Przeto najprostsza wersja roz-
wazanego pogladu polegataby na powiedzeniu, ze zdania matematycz-
ne sa prawdziwe wylacznie na mocy definicji terminéw w nich wyste-
pujacych, tj. ze zastepujac krok po kroku wszystkie terminy przez ich
definiensy mozna kazde twierdzenie sprowadzi¢ do wyrazniej tautolo-
giia = a (zauwazmy, ze @ = a nalezy uznac za prawdziwe, o ile za tako-
we uznajemy definicje, mozna bowiem zdefiniowac b przez b = a, a na-
stepnie na mocy tej definicji zastapi¢ w tej rownosci b przez a).

Jednakze ze wspomnianych wczesniej twierdzen bezposrednio wy-
nika, ze takie sprowadzenie do wyraznych tautologii jest niemozliwe.
Natychmiast bowiem dostarczytoby ono mechanicznej procedury roz-

to rozwazany teraz poglad obejmuje, jako jego uszczegétowienie, formalistyczne
ugruntowanie matematyki. Zgodnie z tym ostatnim bowiem matematyka opiera
sie¢ w calo$ci na pewnych regulach syntaktycznych o postaci: zdania o takiej a takiej
budowie sa prawdziwe [aksjomaty], i jezeli zdania o budowie... sa prawdziwe, to
prawdziwe sa réwniez takie a takie zdania; a ponadto, o czym latwo si¢ przekonac,
dowdd niesprzecznosci daje gwarancje, ze reguly te sa pozbawione tresci, skoro
nie wynikaja z nich zadne zdania o faktach. Z drugiej strony okaze si¢ w dalszym
ciagu, ze réwniez odwrotnie, wykonalnos¢ programu nominalistycznego pociaga
za soba wykonalno$¢ programu formalistycznego (bardzo klarowne prezentacje
filozoficznych aspektéw tego nominalistycznego pogladu mozna znalez¢ w pracy
Hahna [1935] lub Carnapa [1935]). Mozna mie¢ watpliwosci, czy ten (nominali-
styczny) poglad nalezy w ogdle zalicza¢ do pogladéw uznajacych matematyke za
swobodny twér umyshu, poniewaz przeczy on catkowicie istnieniu przedmiotéw
matematycznych. Poza tym zwiazki miedzy oboma typami pogladéw sa wyjatkowo
Scisle, gdyz réwniez zgodnie z drugim z nich istnienie przedmiotéw matematycz-
nych polega wylacznie na ich byciu konstruowanymi w mysli, a z kolei nominalisci
nie zaprzeczyliby, ze faktycznie wyobrazamy sobie (nieistniejace) przedmioty jako
odpowiedniki symboli matematycznych i ze te subiektywne przedstawienia moga
nawet dostarczaé zasad przewodnich stuzacych wyborowi regul syntaktycznych.



24 KURT GODEL

strzygania prawdziwosci lub falszywosci kazdego zdania matematycz-
nego. Jednak procedura taka nie moze istnie¢, nawet dla teorii liczb.
To obalenie stosuje si¢ wprawdzie tylko do najprostszej wersji tego
(nominalistycznego) stanowiska. Jednak wersje bardziej wyrafinowa-
ne nie sa w ani troche¢ lepszej sytuacji. Najstabsze twierdzenie, ktére
powinno by¢ dowodliwe, by ten poglad gloszacy tautologiczny charak-
ter matematyki dal si¢ utrzymac, jest nastepujace: Kazde dowodliwe
zdanie matematyczne mozna wydedukowa¢ wylacznie z regul doty-
czacych prawdziwosci i falszywosci zdan (tj. nie uzywajac ani nie bio-
rac pod uwage niczego procz tych regul), 1 nie mozna w ten sposob
wyprowadzi¢ negacji dowodliwych zdah matematycznych?!. W precy-
zyjnie skonstruowanych jezykach reguly takie (tj. reguly postulujace,
w jakich okolicznosciach dane zdanie jest prawdziwe) stuza jako $ro-
dek do okreslenia znaczenia zdan. Poza tym we wszystkich znanych je-
zykach sa zdania, ktére wydaja sie prawdziwe wylacznie na mocy tych
regul. Przykladowo, jezeli alternatywe i negacje wprowadzamy za po-
moca tych regul:

1) p V q jest prawdziwe, jezeli co najmniej jeden z czlonéw jest
prawdziwy,
oraz

2) ~p jest prawdziwe, jezeli p nie jest prawdziwe,

to z regul tych jasno wynika, ze p V ~p jest zawsze prawdziwe, jakie-
kolwiek byloby p (zdania dajace sie¢ w ten sposéb wywies¢ nazywajq sie
tautologiami). Oto6z jest rzeczywiscie tak, ze w symbolice logiki mate-
matycznej, z odpowiednio dobranymi regufami semantycznymi, praw-
dziwo$¢ aksjomatéw matematycznych rzeczywiscie da si¢ wywies¢
z tych regul®; jednakze (i to jest najwieksza przeszkoda) w celu ich wy-
prowadzenia trzeba si¢ postluzy¢ matematycznymi i logicznymi poje-

24 Co si¢ tyczy wymogu niesprzecznosci, patrz przyp. 24.

% Zobacz prace Ramseya (1926, s. 368, 382) oraz Carnapa (1937, s. 39, 110).
Warto wspomnie¢, ze Ramseyowi udalo si¢ nawet sprowadzi¢ je do wyraznych
tautologii a = a za pomoca wyraznych definicji (patrz s. 23 wyzej), jednak za cen¢
przyzwolenia na zdania o dlugosci nieskonczonej (a nawet pozaskonczonej), co
oczywiscie pociaga za soba konieczno$¢ zalozenia pozaskonczonej teorii mnogosci
w celu poradzenia sobie z tymi nieskonczonymi bytami. Carnap ogranicza si¢ do
zdan o skonczonej diugosci, ale za to musi rozwaza¢ nieskonczone zbiory, zbiory
zbioréw etc. tych skonczonych zdan.
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ciami i aksjomatami w pewien okreslony sposéb, a mianowicie jako od-
noszacymi si¢ do symboli, polaczen symboli, zbioréw takich polaczen
itd. Dlatego, jesli teoria ta ma dowodzi¢ tautologicznego charakteru
aksjomatéw matematycznych, musi najpierw zatozyc¢ ich prawdziwosc.
Choc¢ zatem poczatkowo stanowisko to zmierzalo do wytlumaczenia
prawdziwosci aksjomatéw matematycznych poprzez pokazanie, ze sa
one tautologiami, jego punkt dojscia okazuje si¢ dokladnie przeciw-
ny, a mianowicie trzeba najpierw zalozy¢ prawdziwosc aksjomatéw,
a dopiero potem mozna pokazaé, ze w odpowiednio dobranym je-
zyku sg one tautologiami. Co wiecej, podobne twierdzenie zachowuje
wazno$¢ dla poje¢ matematycznych, a mianowicie nie sposob zdefinio-
wac ich znaczenia za pomoca konwencji symbolicznych, trzeba bowiem
zna¢ wprzody ich znaczenie, by zrozumie¢ odpowiednie konwencje
syntaktyczne czy dowod, ze pociagaja one za soba aksjomaty mate-
matyczne, ale nie ich negacje. Jasne jest teraz, ze ta realizacja pogla-
du nominalistycznego nie spelnia wymogu sformulowanego na s. 24,
poniewaz do wyprowadzenia aksjomatéw matematycznych uzywa sie
nie tylko regul syntaktycznych, lecz nadto réwniez calej matematy-
ki. Co wiecej jednak, ta realizacja nominalizmu dostarczytaby jego na-
tychmiastowego obalenia (musze przyznad, ze nie wyobrazam sobie
lepszego obalenia tego pogladu, niz ten jego dowdd), gdyby przyjac
jedno dodatkowe zalozenie, a mianowicie ze opisany wynik jest nie-
unikniony (tj. niezalezny od wybranego jezyka symbolicznego i inter-
pretacji matematyki). Ot6z, cho¢ nie mozna dowies¢ dokladnie tego,
mozna wykazac co$ na tyle zblizonego, ze réwniez wystarczy to do oba-
lenia rozwazanego pogladu. Ot6z na mocy wspomnianych twierdzen
metateoretycznych okazuje sie, ze dowdd tautologicznego charakte-
ru (w odpowiednim jezyku) aksjomatéw matematycznych jest zarazem
dowodem ich niesprzecznosci, nie moze wiec by¢ osiagniety za po-
moca stabszych srodkéw dowodowych niz zawarte w samych tych
aksjomatach. Nie znaczy to, ze w dowodzie niesprzecznosci danego
systemu trzeba uzy¢ wszystkich jego aksjomatéw. Zwykle bowiem
konieczne do tego celu aksjomaty zewnetrzne wobec systemu czynia
zbednymi niektére z aksjomatéow systemu (cho¢ ich nie implikuja)®.

2% Przyktadowo, dla kazdego systemu aksjomatycznego S teorii mnogosci, na-
lezacego do ciagu zdefiniowanego na poczatku tego wykladu, z dofaczonym ak-
sjomatem wyboru, mozna dowies¢ niesprzecznosci tego systemu za pomoca ak-
sjomatu kolejnego rzedu (lub za pomoca aksjomatu, ze S jest niesprzeczny) bez
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Jedno wszakze wynika stad z praktyczna koniecznoscia: by dowies¢
niesprzecznosci klasycznej teorii liczb (i a fortior: wszystkich systemow
mocniejszych), nalezy uzy¢ pewnych poje¢ abstrakcyjnych (i od-
noszacych sie do nich, bezposrednio oczywistych aksjomatéw), gdzie
pojecia ,,abstrakcyjne” to takie, ktore nie odnosza si¢ do przedmiotow
zmystow?’, ktérych szczegdlnym rodzajem sa symbole. Te abstrakcyjne
pojecia z pewnoscig jednak nie sa syntaktyczne, naleza one raczej do
pojeé, ktérych uprawomocnienie na drodze rozwazan syntaktycznych
powinno by¢ gléwnym zadaniem nominalizmu. Wynika z tego, ze nie
istnieje racjonalne wprawomocnienie naszych przedkrytycznych przekonani doty-
czqeych stosowalnosci i spojnosct matematyki klasycznej (nawet jej najbardziej
elementarnego szczebla, teorii liczb), oparte na interpretacyi syntaktyczne;.
Wprawdzie diagnoza ta nie stosuje si¢ do pewnych podsysteméw ma-
tematyki klasycznej, ktore moga nawet zawiera¢ pewna czes¢ teorii po-
jec abstrakcyjnych, o ktére tu chodzi. W tym sensie nominalizm moze
odnotowac czesciowy sukces. Faktycznie bowiem jest mozliwe opar-
cie aksjomatéw tych systeméw na podstawach czysto syntaktycznych.
W ten sposéb mozna np. uprawomocnic¢ syntaktycznie uzycie pojec
~wszystkie” i ,istnieje” w odniesieniu do liczb catkowitych (tj. wykaza¢
jego niesprzeczno$c). Jednak co sie tyczy najwazniejszego aksjomatu
teorii liczb, indukcji zupelnej, takie syntaktyczne ugruntowanie, na-
wet w tych granicach, w jakich jest mozliwe, nie uprawomocnia naszej
przedkrytycznej wiary w ten aksjomat, gdyz jego samego musi si¢ uzy-

uciekania si¢ do aksjomatu wyboru. Podobnie, nie jest rzecza niemozliwa wykaza-
nie niesprzecznosci aksjomatéw nizszych szczebli tej hierarchii za pomoca aksjo-
matéw wyzszych szczebli, jednak opatrzonych takimi ograniczeniami, przy kté-
rych bylyby one do zaakceptowania dla intuicjonistow.

27 Przyklady takich pojeé abstrakeyjnych to ,zbiér”, ,funkcja liczb catkowi-
tych”, ,dowodliwy” (to ostatnie w nieformalistycznym sensie ,,dajacy si¢ poznac
jako prawdziwy”), ,wywodliwy” itd., a wreszcie ,istnieje”, w odniesieniu do
wszelkich mozliwych kombinacji symboli. Niezbednos¢ takich poje¢ dla dowodu
niesprzecznos$ci matematyki klasycznej wynika z faktu, ze symbole mozna odwzo-
rowac w liczbach catkowitych, a przeto finitystyczna (i @ fortior: klasyczna) teoria
liczb zawiera wszystkie dowody oparte wylacznie na nich. Racje przemawiajace
za tym faktem nie sa jak na razie w pelni konkluzywne, gdyz oczywiste aksjoma-
ty odnoszace si¢ do rozwazanego pojecia nieabstrakcyjnego nie zostaly jeszcze
dos¢ dokladnie zbadane. Sam fakt jednak przyznaja nawet czolowi formalisci
(Bernays, 1941, s. 144, 147; 1935, s. 68, 69; 1935b, s. 94; 1934, s. 2; Gentzen,
1937, s. 203).



O PEWNYCH ZASADNICZNYCH TWIERDZENIACH... 27

waé w rozwazaniach syntaktycznych?®. Fakt, ze im skromniejsze sa ak-
sjomaty, dla ktérych chcemy uzyska¢ interpretacje tautologiczna, tym
mniej matematyki potrzebujemy, by to osiagna¢, ma te konsekwencje,
ze gdy w koncu stajemy si¢ tak skromni, iz ograniczamy si¢ do pew-
nej dziedziny skonczonej, np. liczb catkowitych do 1000, wowczas zda-
nia matematyczne wazne w tej dziedzinie mozna zinterpretowac tak,
by okazywaly si¢ tautologiczne nawet w najscislejszym sensie, tj. spro-
wadzalne do wyraznych tautologii za pomoca wyraznych definicji ter-
minéw. Nic dziwnego, albowiem fragment matematyki niezbedny do
dowodu niesprzecznosci tej skonczonej matematyki zawarty jest juz
w teorii skonczonych proceséw kombinatorycznych, niezbednych do
sprowadzenia jakiej$ formuly do wyraznej tautologii za pomoca pod-
stawien. Ttumaczy to znany, cho¢ mylacy fakt, ze formuly w rodzaju
5 + 7 = 12 mozna za pomoca pewnych definicji sprowadzi¢ do wyraz-
nych tautologii. Fakt ten jest mylacy réwniez z tego powodu, ze w tych
redukcjach (o ile interpretowac je jako proste podstawienia definiensu
za definiendum na podstawie wyraznych definicji) + nie jest identyczny
ze zwyklym +, poniewaz moze by¢ zdefiniowany tylko dla skonczonej
liczby argumentéw (przez wyliczenie tej skonczonej liczby przypad-
kow). Jezeli natomiast + definiuje si¢ kontekstowo, to pojecia skonczo-
nej rozmaitosci trzeba uzyc¢ juz w dowodzie 2 + 2 = 4. Podobna koli-
sto$¢ pojawia sie w dowodzie tego, ze formula p Vv ~p jest tautologia,
poniewaz ewidentnie wystepuja w niej alternatywa 1 negacja w swych
intuicyjnych znaczeniach.

Istota tego pogladu jest teza, ze nie ma niczego takiego jak fakt ma-
tematyczny, ze prawdziwos¢ zdan, ktére w naszym przekonaniu wyra-
zaja fakty matematyczne, znaczy jedynie, ze (na mocy dos¢ skompliko-
wanych regul definiujacych znaczenie zdan, tj. ustalajacych, w jakich
okolicznosciach dane zdanie jest prawdziwe) w zdaniach tych jezyk
pracuje na jalowym biegu, wspomniane reguly sprawiaja bowiem, ze

28 Wysuniety tu zarzut przeciwko syntaktycznemu ugruntowaniu teorii liczb
jest zasadniczo taki sam jak ten, ktéry Poincaré wytoczyl przeciwko ugruntowa-
niu teorii liczb przez Fregego i Hilberta. Zarzut ten nie jest jednak uzasadnio-
ny w odniesieniu do Fregego, poniewaz pojecia i aksjomaty logiczne, ktére musi
on zaklada¢, nie zawieraja w sposéb wyrazny pojecia ,,skonczonej rozmaitosci”
z jego aksjomatami, podczas gdy pojecia i rozwazania gramatyczne niezbedne do
sformutowania regul syntaktycznych i wykazania ich tautologicznego charakteru
zawieraja je.



28 KURT GODEL

sa one prawdziwe bez wzgledu na fakty. Zdania takie mozna trafnie
nazwac pozbawionymi tresci. Ot6z faktycznie jest mozliwe zbudowa-
nie jezyka, w ktorym zdania matematyczne sa w tym sensie pozbawio-
ne tresci. Klopot w tym jedynie, ze:

1) w celu wykazania, ze fakty matematyczne nie istnieja, trzeba od-
wolac sie do tych samych (lub innych, réwnie skomplikowanych)
faktéw matematycznych;

2) zgodnie z ta metoda, jezeli dany jest podzial faktéw empirycz-
nych na dwie czesci A 1 B takie, ze B nie ma zadnych konse-
kwencji w A, to mozna skonstruowac jezyk, w ktéorym zdania
wyrazajace B bylyby pozbawione tresci. A gdyby twdj oponent
powiedzial: ,Arbitralnie pomijasz pewne obserwowalne fakty
B”, mozna by odpowiedzie¢: ,Robisz to samo, np. z prawem in-
dukgcji zupelnej, ktore ja postrzegam jako prawdziwe na podsta-
wie mojego rozumienia (tj. percepcji) pojecia liczby catkowitej.”

Mimo to wydaje mi sig, ze jeden skladnik tej blednej teorii prawdy
matematycznej jest zupelnie stuszny i rzeczywiscie odstania nature ma-
tematyki. Prawda jest mianowicie, ze zdanie matematyczne nie mowi
niczego o rzeczywistosci fizycznej czy psychicznej istniejacej w prze-
strzeni i czasie, gdyz jest prawdziwe na mocy znaczenia wystepujacych
w nim terminéw, niezaleznie od $§wiata rzeczywistych przedmiotow.
Bledne jest natomiast twierdzenie, ze znaczenie terminéw (tj. pojecia,
ktoére one denotuja) jest czym§ wytworzonym przez czlowieka i opar-
tym wylacznie na konwencjach semantycznych. Uwazam, ze naprawde
pojecia te tworza odrebna rzeczywisto$¢, ktérej nie mozemy stwarzac
ani zmienia¢, a jedynie postrzegac i opisywac?.

A zatem zdanie matematyczne, mimo iz nie méwi niczego o rze-
czywistosci czasoprzestrzennej, moze jednak miec¢ niewatpliwg tresc
przedmiotowa, gdyz méwi cos o relacjach pojec. Istnienie innych niz
~tautologiczne” relacji miedzy pojeciami przejawia si¢ nade wszystko

2 Dotyczy to réwniez tej cze$ci matematyki, ktéra mozna sprowadzi¢ do regut
syntaktycznych (patrz wyzej). Reguly te s3 bowiem oparte na pojeciu skonczonej
rozmaitosci (a mianowicie skonczonego ciagu symboli), a to pojecie i jego wlasno-
Sci sa calkowicie niezalezne od naszego swobodnego wyboru. W istocie jego teoria
jest rownowazna teorii liczb catkowitych. Mozliwos$¢ skonstruowania jezyka w taki
sposéb, by teoria ta byla wen wbudowana w postaci regul syntaktycznych, nie
dowodzi niczego.
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w okolicznosci, ze dla terminéw pierwotnych matematyki nalezy przy-
jac¢ aksjomaty, ktére bynajmniej nie sa tautologiami (nie sa bowiem
w zaden sposob sprowadzalne do ¢ = a), a jednak wynikaja ze zna-
czenia tych terminéw pierwotnych. Przykladowo, podstawowy aksjo-
mat, a raczej schemat aksjomatow, dla pojecia zbioru liczb catkowitych
mowi, ze jesli dana jest jakas dobrze okreslona wlasnos¢ liczb catkowi-
tych (tj. wyrazenie zdaniowe ¢(n) ze zmienna calkowita n), to istnieje
zbiér M liczb catkowitych posiadajacych wlasnos¢ ¢. Ot6z biorac pod
uwage to, ze roOwniez ¢ moze zawieral termin ,zbiér liczb catkowi-
tych”, otrzymujemy ciag SciS§le powigzanych aksjomatéw dotyczacych
pojecia zbioru. Aksjomatéw tych jednak (jak pokazuja wymienione
wczesniej wyniki) nie mozna sprowadzi¢ do niczego istotnie prostsze-
go, a wiec tym bardziej do wyraznych tautologii. Wprawdzie aksjomaty
te sa wazne na mocy znaczenia terminu ,,zbiér”, mozna wrecz powie-
dzie¢, ze wyrazaja one znaczenie tego terminu, mozna je wiec trafnie
nazwac analitycznymi; jednak termin ,tautologiczne”, tj. pozbawione
tresci, jest w stosunku do nich zupelnie nie na miejscu, poniewaz na-
wet stwierdzenie istnienia pojecia zbioru spelniajacego te aksjomaty
(czyli niesprzecznosci tych aksjomatéw) jest tak dalekie od bycia pu-
stym, ze nie mozna go udowodni¢, nie uzywajac znéw pojecia zbioru
lub jakiegos innego pojecia abstrakcyjnego o podobnym charakterze.

Argument ten jest oczywiScie adresowany tylko do matematykéw
akceptujacych ogdlne pojecie zbioru w matematyce wlasciwej. Jednak
w stosunku do finitystow mozna by wysunac¢ doslownie taki sam ar-
gument w odniesieniu do pojecia liczby catkowitej i aksjomatu induk-
cji zupelnej. Jezeli bowiem nie przyjmujemy ogdlnego pojecia zbioru
w matematyce wlasciwej, to musimy jako aksjomat przyjac¢ indukcje
zupelna.

Pragne powtorzy¢, ze ,analityczny” nie znaczy tutaj ,,prawdziwy na
mocy definicji”, lecz ,,prawdziwy na mocy natury poje¢”, w odroéznie-
niu od ,,prawdziwy na mocy wlasnosci i zachowania rzeczy”. To poje-
cie analitycznosci jest tak dalekie od pojecia ,,pozbawiony tresci”, ze
jest w pelni mozliwe, by jakie§ zdanie analityczne bylo nierozstrzygal-
ne (lub rozstrzygalne tylko z pewnym prawdopodobiefistwem). Nasza
znajomoS$¢ Swiata poje¢ moze by¢ bowiem réwnie ograniczona i nie-
pelna, jak nasza znajomos¢ Swiata rzeczy. Z pewnoscia nie da si¢ za-
przeczy¢, ze w pewnych przypadkach wiedza ta jest nie tylko niepelna,
lecz nawet niewyrazna. Przejawia si¢ to w paradoksach teorii mnogo-
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Sci, ktore czesto przytacza si¢ jako obalenie platonizmu, cho¢ moim
zdaniem zupelnie niestusznie. Nasze postrzezenia wzrokowe czesto
przecza naszym spostrzezeniom dotykowym, jak w przypadku preta
zanurzonego w wodzie, a przeciez nikt przy zdrowych zmystach nie
wyciaga stad wniosku, ze Swiat zewnetrzny nie istnieje.

Celowo mowi¢ o dwoch odrebnych Swiatach (Swiecie rzeczy i Swie-
cie pojec), nie sadze¢ bowiem, by Arystotelesowski realizm (zgodnie
z ktérym pojecia sa czeSciami czy aspektami rzeczy) dal si¢ utrzymac.

Nie twierdze oczywiscie, ze dotychczasowe rozwazania dostarczaja
prawdziwego dowodu stusznosci tego pogladu na natur¢ matematyki.
Moégtbym co najwyzej powiedzie¢, ze obalitem poglad nominalistyczny,
zgodnie z ktérym matematyka zasadza si¢ wylacznie na konwencjach
syntaktycznych i ich konsekwencjach. Ponadto wysunatem kilka moc-
nych argumentéw przeciwko ogélniejszemu pogladowi, ze matematy-
ka jest naszym wlasnym wytworem. Istnieja jednak inne alternatywy
wobec platonizmu, w szczegdlnosci psychologizm i realizm Arystotele-
sowski. W celu uzasadnienia realizmu Platonskiego nalezaloby te inne
teorie obali¢ jedna po drugiej, a nastepnie pokazac, ze wyczerpuja one
wszystkie mozliwosci. Nie jestem w stanie teraz tego uczynic, chcial-
bym jednak sformulowac kilka wskazéwek zmierzajacych w tym kie-
runku. Jedna z mozliwych form psychologizmu akcentuje to, ze mate-
matyka bada relacje migedzy pojeciami i ze pojeé nie mozemy dowolnie
tworzy¢, lecz sa nam one dane jako pewna realnos¢, ktérej nie moze-
my zmienia¢; zarazem jednak utrzymuje on, ze pojecia te sa jedynie
dyspozycjami psychicznymi, tj., by tak rzec, jedynie kétkami w naszej
maszynie myslacej. By ujac to Scislej, pojecie sprowadzaloby si¢ do dys-
pozycj:

1) do posiadania pewnego okreslonego doswiadczenia umystowe-

go, gdy myslimy o nim
oraz

2) do wydawania pewnych sadéw (lub posiadania pewnych do-

swiadczen nalezacych do wiedzy bezposredniej) na temat jego
relacji do innych pojec¢ lub przedmiotéw empirycznych.

Istota tego psychologistycznego pogladu jest to, ze przedmiotem
matematyki sa jedynie prawa psychologiczne rzadzace pojawianiem
sie w nas mysli, przekonan itd., w takim samym sensie, w jakim przed-
miotem pewnej innej czesci psychologii sa prawa, zgodnie z ktérymi
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pojawiaja sie w nas emocje. W chwili obecnej gléwnym zarzutem pod
adresem tego pogladu wydaje mi sie to, ze gdyby byt on trafny, nie
mielibySmy zadnej wiedzy matematycznej. Nie wiedzielibySmy np., ze
2 + 2 = 4, lecz tylko tyle, ze nasz umyst jest tak skonstruowany, ze
uwaza to za prawde, a wtedy nie istnialby zaden powéd, dla ktérego
jaki$ inny tok mysli nie méglby nas doprowadzi¢ z tym samym stop-
niem pewnosci do przeciwnego wniosku. Ktokolwiek zatem zaklada,
ze istnieje chocby najmniejsza dziedzina zdan matematycznych,
o ktérych wiemy, ze s3 prawdziwe, nie moze przyjmowac tego pogladu.

Mam wrazenie, ze po nalezytym rozjasnieniu wchodzacych tu
w gre poje¢ mozliwe bedzie prowadzenie tych dyskusji z matematycz-
na Scistoscia, 1 ze ich wynik (przy pewnych zalozeniach, ktére trudno
podwazy¢, w szczegdlnosci ze istnieje w ogodle cos takiego jak wiedza
matematyczna) bedzie taki, ze jedynym dajacym si¢ utrzymac pogla-
dem jest platonizm. Rozumiem przez to poglad, ze matematyka opi-
suje pewna niezmystowa rzeczywistos¢, istniejaca niezaleznie zaréw-
no od czynnosci, jak i dyspozycji ludzkiego umystu i dajaca sie przez
ludzki umyst jedynie postrzegad, i to postrzegac w sposéb wysoce nie-
pelny. Poglad ten jest raczej malo popularny wsréd matematykow,
cho¢ wsréd wielkich matematykow zdarzaja sie jednak tacy, ktorzy
go przyjmuja, na przyklad Hermite, ktéry napisal kiedys nastepuja-
ce zdanie:

Il existe, si je ne me trompe, tout un monde qui est 'ensemble des vérités
mathématiques, dans lequel nous n’avons accés que par l'intelligence, comme
existe le monde des réalités physiques; I'un et 'autre indépendants de nous,
tous deux de création divine (Darboux, 1912, s. 142)%.

Przelozyl Marcin Por¢ba®
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