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SILNE I SEABE WEASNOSCI POJECIA PRAWDY™

STRESzZCZENIE: Niniejsza praca stanowi przeglad niedawnych wynikéw, za-
réwno opublikowanych, jak i jeszcze czekajacych na publikacje, dotyczacych
réznych pojec stabosci i sity pojecia prawdy, a takze probe ich systematyzacji
i ukazania na tle szerszego nurtu badan. Omawiamy pojecie granicy Tarskie-
go oddzielajacej stabe i silne teorie prawdy. Omawiamy znane twierdzenia
dotyczace niekonserwatywnych rozszerzen podstawowej kompozycyjnej teo-
rii prawdy oraz opisujemy pewna naturalna silng teori¢ prawdy, ktérg mozna
scharakteryzowa¢ wieloma pozornie ze soba niezwiazanymi ukladami aksjo-
matéw. Na koniec przytaczamy inne mozliwe eksplikacje pojecia ,,sily” aksjo-
matycznych teorii prawdy.

Stowa KLuczOWE: aksjomatyczne teorie prawdy, arytmetyka Peana, konser-
watywno$¢, granica Tarskiego

1. WSTEP
1.1. AKSJOMATYCZNE TEORIE PRAWDY

Formalne teorie prawdy stanowia czes¢ filozofii, na gruncie ktérej
pojecie prawdy bada si¢ przy zastosowaniu metod logiki matematycz-
nej. Jedna z czesto przyjmowanych metod formalizacji jest badanie
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*Badania, w ramach ktérych powstal niniejszy artykul, byty prowadzone przy
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aksjomatycznych teorii prawdy skonstruowanych w naste-
pujacy sposob:

— Ustalamy pewna teori¢ bazowa B, ktéra modeluje ogot naszej wie-
dzy niedotyczacej poje¢ semantycznych, takich jak znaczenie lub prawda.

— Do jezyka tej teorii dodajemy nowy predykat jednoargumento-
wy T'(x), ktory interpretujemy jako ,x jest zdaniem prawdziwym”, na-
tomiast do samej teorii aksjomaty rzadzace tym nowym predykatem.

Nastepnie badamy, jak wlasnosci otrzymanej teorii zaleza od wybo-
ru aksjomatéow rzadzacych predykatem prawdy.

W praktyce teori¢ bazowa B czg¢sto stanowi arytmetyka Peana PA.
Za wyborem tym stoi przeSwiadczenie, ze wigkszo$¢ wynikéw dotycza-
cych zaleznoSci miedzy teoria prawdy a odpowiadajaca jej teoria ba-
zowa nie zalezy w istotny sposoéb od konkretnego wyboru tej drugiej.
Jedyne, czego naprawde od niej zadamy, to zeby byla w stanie wyra-
zi¢ 1 udowodni¢ podstawowe fakty dotyczace sktadni, jak na przyklad:
kazde poprawnie zbudowane zdanie ma tyle samo prawych nawiaséw,
ile lewych. PA catkowicie wystarczy do tego celu.

Warto zaznaczy¢, ze wielu logikéw nie mysli o PA jako o teorii liczb,
ale jako o teorii skonczonych obiektéw matematycznych, takich jak
zbiory dziedzicznie skonczone, grafy skonczone, skonczone ciagi zna-
kow nad skonczonym alfabetem. Teoria ta wystarcza do udowodnie-
nia zaskakujaco wielu faktéw dotyczgcych tego rodzaju przedmiotow!.

Poniewaz zdania, formuly lub dowody wyrazone w jezykach formal-
nych réwniez mozna traktowac jako skonczone obiekty matematyczne,
mianowicie ciagi znakéw o fatwej do opisania budowie, arytmetyka Pe-
ana pozwala méwic o nich w zupetnie swobodny sposéb. Przyznajemy
jednak, ze wybor PA jako teorii bazowej jest nieco arbitralny. Sformu-
fowanie w abstrakcyjny sposéb wymagan dotyczacych teorii bazowej —
gwarantujacych, ze teoria ta jest wystarczajaco silna z punktu widze-
nia teorii prawdy, i wystarczajacych, aby zachodzity wszystkie wyniki,
ktore jestesmy w stanie otrzymac dla PA — wydaje si¢ jednak zadaniem
dos¢ trudnym. Na poczatkowym etapie badan strategia ,,od szczegétu
do ogélu” wydaje si¢ lepszym pomystem.

W niniejszym artykule skupiamy si¢ na teoriach opisujacych pre-
dykat prawdy dla jezyka teorii bazowej. Zaznaczmy jednak, ze wia-

! Dostepnych jest wiele zrédel dotyczacych formalizacji sktadni i usci§lajacych
nasze powyzsze uwagi. Polecamy szczegélnie (Franzen 2003) oraz (Kaye 1991).
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snosci samoodno$nych predykatéw prawdy formalizujacych pojecie
prawdziwosci dla wszystkich zdan jezyka, do ktérego naleza, stanowia
przedmiot bardzo intensywnych badan (dobry opis wynikéw dotycza-
cych takich teorii znajdzie Czytelnik w (Halbach 2011)).

Aksjomaty nakladane na predykat prawdy maja rzecz jasna uchwy-
tywaé rézne intuicje zwiazane z tym pojeciem. W ramach badan nad
formalnymi teoriami prawdy staramy si¢ wiec wytlumaczy¢, jakie s3
zwiazki miedzy tymi intuicyjnymi wlasnosciami i jakie sa konsekwencje
faktu, ze predykat prawdy posiada te wlasnosci. Jeden z najprostszych
warunkow, ktore mozemy narzuci¢ na predykat prawdy, to uklad ak-
sjomatow nastepujacej postaci:

TCoN=e

dla wszystkich zdan ¢ z jezyka teorii bazowej. Aksjomaty te wyrazaja,
ze predykat prawdy spelnia réwnowaznosci Tarskiego dla jezyka teo-
rii bazowej. Teorie rozszerzajaca PA, w ktorej jedynymi aksjomatami
rzadzacymi predykatem prawdy sa wyzej opisane rownowaznosci, na-
zywamy TB2.

Inna wlasnoscia, ktérej mozemy oczekiwac¢ od predykatu prawdy,
jest kompozycyjnos¢. Wyrazamy ja aksjomatami formalizujacymi zasa-

dy takie, jak:

(Dla dowolnych zdan ¢ i $) Koniunkcja zdan ¢ oraz 4 z jezyka teorii bazowej jest
prawdziwa dokladnie wtedy, gdy prawdziwe sa oba jej czlony.

Lub:

(Dla dowolnej zmiennej v i dowolnej formuly ¢(v) z co najwyzej jedng zmienna
wolng v) Zdanie uniwersalne © Vvp(v) 7 z jezyka teorii bazowej jest prawdziwe do-
kiadnie wtedy, gdy dla dowolnego liczebnika x prawdziwe jest zdanie " g(x) ™.

Dodajmy, ze liczebnikiem x nazywamy kanoniczny term oznaczajacy
liczbe x np. (...((0 + 1) + 1) ... + 1), gdzie symbol dodawania pojawia
sie x-krotnie (natomiast 0 i 1 to pewne ustalone symbole reprezentu-
jace odpowiednio 01 1).

Zauwazmy, ze juz teoria TB~ dla kazdych dwéch konkretnych zdan
¢, 9 jezyka arytmetyki udowodni, ze ich koniunkcja® jest prawdziwa

2W literaturze czeiciej przyjmuje sie oznaczenie TB I .

% OczywiScie mamy tu na mysli kod Godla reprezentujacy koniunkcje tych
formul. Dla zwigkszenia czytelnosci pozwolimy sobie jednak na mniej precyzyjne
sformutowania.



188 MATEUSZ LELYK, BARTOSZ WCISLO

doktadnie wtedy gdy ¢ 1 4 sa prawdziwe. Nie udowodni ona jednak
ogolnego faktu o wszystkich zdaniach arytmetyki, ktéry wyraza wia-
$nie pierwszy z cytowanych aksjomatéw. Teorie, ktérej aksjomaty glo-
sza, ze predykat prawdy jest kompozycyjny nazywamy CT-*. Precyzyj-
na definicje tej teorii znajdzie Czytelnik w (Kaye 1991). Inna zasada,
ktéra mozna postulowaé, jest zasada ekstensjonalnos$ci pre-

dykatu prawdy:

Dla dowolnych zdan ¢(t), ¢(s) z jezyka teorii bazowej, jesli wartosci termow ¢, s sa réw-
ne, to zdanie ¢(¢) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie ¢(s) jest prawdziwe.

Kolejny czesto wyodrebniany postulat glosi, ze zdania zawierajace
predykat prawdy spetniaja wiasnos¢ indukcji lub — réwnowaznie —
zasade minimum:

Kazdy niepusty zbiér liczb naturalnych zdefiniowany formula zawierajaca predy-
kat prawdy ma element najmniejszy.

W jezyku pierwszego rzedu, a w takim sformulowane sa rozwaza-
ne przez nas teorie, powyzsza zasade wyraza uklad nieskonczenie wie-
lu aksjomatéw, tzw. schemat indukgji dla formut jezyka rozszerzonego
o predykat prawdy. Powyzsza zasada ma bardziej techniczny charakter
niz te opisano poprzednio. Mozna ja jednak odczytywac w nastepujacy
sposob: wlasnosci zdefiniowane przy uzyciu predykatu prawdy sa ,,do-
brze okre§lone”. Nie zachodzi dla nich zjawisko nieostrosci.

Dodajmy, ze teorie CT- oraz TB~ z dodanym schematem indukgji dla
zdan zawierajacych predykat prawdy nazywamy odpowiednio CT i TB.

Mamy nadzieje, ze Czytelnik dostrzega szeroki wachlarz natural-
nych wlasnosci, ktérych oczekujemy od predykatu prawdy. Mozliwo-
Sci przybywa, gdy zaczynamy rozwaza¢ samoodno$ne predykaty praw-
dy, to znaczy, jesli zaczynamy uwzglednia¢ w aksjomatach zachowanie
predykatu prawdy, gdy odnosi si¢ do zdan, w ktérych wystepuje tenze
wlasnie predykat.

1.2. SLABE I SILNE TEORIE PRAWDY

Jeden z podstawowych wynikéw teorii prawdy glosi, ze teoria CT
dowodzi pewnych zdan arytmetycznych, ktérych nie dowodzi sama

* Ponownie, czgsciej przyjmowanym oznaczeniem jest CT [. Ogdlnie, teorie
oznaczane przez nas Th-, czesto oznacza si¢ Th [.
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PA. Mianowicie na mocy drugiego twierdzenia Goédla wiemy, ze jesli
PA jest niesprzeczna, to nie dowodzi zdania Con,,, ktére formalizuje

teze o niesprzecznosci PA. Tymczasem zachodzi nastepujacy fakt:
Twierdzenie 1 (Tarski). CT dowodzi zdania Con,,,.

Przedstawimy nieformalny szkic dowodu tego twierdzenia (pelny
dowo6d mozna znalez¢ m.in. w (Halbach 2011): Najpierw pokazuje-
my, ze CT dowodzi zdania ,Wszystkie aksjomaty PA s3a prawdziwe”.
Poniewaz PA ma nieskonczenie wiele aksjomatéw, nie jest to zupelnie
banalne. Nie wystarczy udowodnié, ze kazdy aksjomat z osobna jest
prawdziwy (co potrafi zrobi¢ juz TB"), lecz potrzeba dowodu zdania
ogolnego. Intuicja stojaca za dowodem nie jest bardzo skomplikowa-
na, jednak zawiera dos¢ techniczne szczegély. Poprzestaniemy na jego
naszkicowaniu.

Pracujac w CT-, ustalmy dowolna formute ¢(x). Zdanie

(T(p(O) A V(T (9(x)) = T(p(x+1))) —— VxT(p(x))

jest (prawdziwym) podstawieniem schematu indukgcji (z parametrem ¢)
dla pewnej formuly z predykatem 7, jest zatem dostepne w CT jako ak-
sjomat. Korzystajac z aksjomatéw kompozycyjnych w CT-, dostajemy

T((9(0) A Vx(@(x) = @(x +1))) —— Vxp(x))

Zdanie powyzsze stwierdza za$, ze podstawienie schematu induk-
cji dla formuly ¢ jest prawdziwe. Z dowolnosci ¢ dostajemy zdanie
ogdblne®. Poza schematem indukcji PA ma jedynie skonczenie wiele
aksjomatow, wiec korzystajac skonczenie wiele razy z kompozycyjno-
Sci predykatu prawdy, jesteSmy w stanie pokazac, ze one wszystkie s3
prawdziwe.

Udowodniwszy, ze aksjomaty PA sa prawdziwe, dowodzimy nastep-
nie przez indukcje po liczbie krokéw w dowodzie, ze kazde zdanie,
ktére mozna wywies¢ z aksjomatow PA, jest prawdziwe. JesteSmy tym-
czasem w stanie pokazac, korzystajac ponownie z aksjomatéw kompo-
zycyjnych, ze zadne zdanie postaci ¢ A —¢ nie jest prawdziwe. Zatem

5 Celowo przeslizgujemy sie tutaj nad pewnymi szczegétami: miedzy innymi
nad tym, ze w ten sposéb pokazujemy prawdziwosc¢ jedynie tzw. schematu indukgji
bez parametroéw. Jak juz jednak wspomnieliSmy kompletny dowéd wymaga
przezwyciezenia koncepcyjnie nietrudnych, ale doé¢ technicznych trudnosci.
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zadne zdanie tej postaci nie jest dowodliwe w PA, co konczy szkic do-
wodu Twierdzenia 1.

Powyzsze twierdzenie mozna uznac za filozoficznie istotne: okazuje
sie, ze dolaczenie do PA predykatu prawdy spelniajacego bardzo na-
turalne warunki daje w wyniku teorig¢ silniejsza niz PA. Fakt ten stal
sie podstawa argumentu wymierzonego przeciwko deflacyjnej teorii
prawdy®.

W sytuacji, gdy dane sa dwie teorie Th,, Th, takie, ze Th, < Th,
oraz istnieje takie zdanie w jezyku teorii Th,, ktérego dowodzi Th,,
ale nie Th;, méwimy, ze Th2 jest niekonserwatywna nad Th,.
W przeciwnym przypadku moéwimy, ze Th, jest konserwatywna nad
Th,. Z Twierdzenia 1 (i Twierdzenia Godla) wynika zatem, ze CT jest
niekonserwatywna nad PA. Niezaleznie od filozoficznej doniostosci
tego konkretnego faktu ciekawe wydaje si¢ ogélne pytanie: jakie wia-
snosci predykatu prawdy sprawiaja, ze teoria prawdy Th staje si¢ nie-
konserwatywna nad swoja teoria bazowa B? W niniejszej pracy opisu-
jemy pewne wyniki zwigzane z tym pytaniem. Innymi slowy, staramy
sie zrozumie¢, jakie wlasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze teoria
prawdy jest ,silniejsza” od teorii bazowe;.

2. ZNANE WYNIKI DOTYCZACE KONSERWATYWNOSCI

W swietle wyniku Tarskiego, przedstawionego w poprzedniej sek-
cji, gloszacego, ze kompozycyjna teoria prawdy spelniajaca wszystkie
aksjomaty indukgji nie jest konserwatywna nad PA, naturalne jest py-
tanie, czy teoria prawdy CT-, w ktérej o predykacie prawdy zaklada
si¢ jedynie tyle, ze jest kompozycyjny, jest konserwatywna nad aryt-
metyka.

Na pytanie to odpowiada nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2 (Kotlarski-Krajewski-Lachlan, Enayat-Visser, Leigh).
CT- jest konserwatywna nad PA.

Zanim przejdziemy do omoéwienia tego twierdzenia, skomentujmy
kwestie autorstwa. Kotlarski, Krajewski i Lachlan (1981) udowodni-
li twierdzenie teoriomodelowe, ktére pociagalo za soba konserwatyw-

5 Por. (Ketland 1999), (Shapiro 1998).
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nos¢ pewnej teorii bardzo zblizonej do CT-. W czasie, gdy powstawal
ich artykutl, aksjomatyczne teorie prawdy nie wyodrebnily si¢ jeszcze
jako osobny przedmiot badan i nie sformulowano ich standardowych
definicji. W zwiazku z tym teoria, ktérej konserwatywnos$¢ mozna wy-
prowadzic¢ jako wniosek z twierdzenia Kotlarskiego-Krajewskiego—La-
chlana, rézni sie¢ od CT- (aksjomatyzuje predykat spetniania, nie pre-
dykat prawdy) i nie jest jasne, jak nalezaloby zmodyfikowa¢ dowod
tego twierdzenia, tak aby pokazywal konserwatywnos¢ CT-. Dowdéd
konserwatywnosci kompozycyjnej teorii prawdy, znacznie prostszy od
argumentu z (Kotlarski, Krajewski, Lachlan 1981), sformutowali do-
piero Enayat i Visser (2015). Teoria, ktéra badali, réznita sie jednak
wciagz od CT-, choc¢ byla to juz nie tak znaczna r6znica. Dowéd konser-
watywnosci CT- podal dopiero Leigh (2015), korzystajac z jeszcze in-
nych technik niz wyzej wymienieni autorzy.

2.1. ZASADY DOMKNIECIA I POPRAWNOSCI

Twierdzenie 2 moéwi, ze czysto kompozycyjna teoria prawdy nie
dowodzi wiecej faktow arytmetycznych niz sama PA. Dopiero schemat
indukgcji dla zdan zawierajacych predykat prawdy pozwala udowodnic¢
np., ze PA jest niesprzeczna.

Widzimy wiec dwie bardzo naturalne teorie, CT- i CT, z ktérych
jedna jest konserwatywna nad PA, a druga nie. Indukcja dla predyka-
tu prawdy dostepna w drugiej teorii pozwala udowodni¢ wiele faktow
o jego strukturze. Zasadnicza wlasnosc¢ tego predykatu, kompozycyj-
nos¢, nie wystarczy, zeby udowodnic¢ nowe twierdzenia arytmetyczne.
Nasze pytanie o naturalng granice miedzy teoriami konserwatywnymi
a niekonserwatywnymi nad PA mozemy zawezi¢ wigc do nastepuja-
cego problemu: jakie naturalne aksjomaty charakteryzujace predykat
prawdy dodane do CT~ sprawiaja, ze teoria ta przestaje by¢ konserwa-
tywna nad PA?

Ali Enayat zaproponowat okreslenie granicy oddzielajacej konser-
watywne i niekonserwatywne teorie prawdy zawarte pomiedzy CT-
a CT granicg Tarskiego’. Zatem nasze pytanie mozna wyrazic

7 Uzasadnijmy pokrétce wybor tej nazwy: Tarski, zdaje sie jako pierwszy, zwré-
cit uwage na ,slabo$¢” niektérych arytmetycznych teorii prawdy (m.in. TB-),
a poza tym CT~ jest modelowana na wzor jego indukcyjnych warunkéw definiu-
jacych relacje spelniania. Zaré6wno Ali Enayat, jak i autorzy uzywali tego sformu-
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w nastepujacy zwarty sposob: jak przebiega granica Tarskiego? Spro-
bujmy teraz wymienic kilka naturalnych aksjomatéw, ktére wykraczaja
poza CT-, ale sa dowodliwe w CT.

Bardzo naturalna grupa zasad rozszerzajacych CT-, a dowodliwych
w CT sa zasady domknigcia i zasady poprawnosci. Zasady domkniecia
glosza, ze zdania prawdziwe sa domkni¢te na rozumowania w danym
systemie wnioskowania. Zasady poprawnosci glosza, ze pewien zbior
zdan zawiera wylacznie zdania prawdziwe. Za chwil¢ podamy typowe
przyklady takich zasad.

Z dowodu twierdzenia o niekonserwatywno$ci C'T mozemy wyod-
rebni¢ jedna prosta zasade poprawnosci, ktéra z pewnoscia nie jest
konserwatywna, zasade poprawnoSci arytmetyki Peana:

Kazde twierdzenie arytmetyki Peana jest prawdziwe.

Powyzsza zasade nazywa si¢ tez zasada globalnej refleksji
nad PA. Zauwazmy, ze w dowodzie niekonserwatywnosci CT sko-
rzystalisSmy dokladnie z faktu, ze CT dowodzi poprawnosci PA. Moze-
my wyodrebni¢ dwie kolejne naturalne zasady dowodliwe w CT, ktore
tacznie implikuja zasade poprawnosci PA. Pierwsza z nich to zasada
domkniecia na logike pierwszego rzedu:

Kazde zdanie dowodliwe w logice pierwszego rzedu z prawdziwych przestanek
jest prawdziwe.

Mozna powiedzie¢, ze zasada ta ma bardziej fundamentalny charak-
ter niz zasada poprawnosci PA. M6éwi bowiem jedynie o zwiazku mie-
dzy prawda a logika pierwszego rzedu i nie zalezy w jawny sposéb od
naszego zaufania do prawdziwosci aksjomatéw arytmetyki. O statusie
aksjomat6éw arytmetyki Peana méwi wprostzasada poprawnoS$ci
aksjomatycznej PA:

Kazdy aksjomat PA jest prawdziwy.

Standardowymi technikami teoriodowodowymi mozna pokazac, ze
konsekwencje arytmetyczne CT SciSle zawieraja konsekwencje arytme-
tyczne CT- z dodanymi zasadami poprawnosci aksjomatycznej PA i do-

fowania kilkakrotnie podczas wystapien konferencyjnych, jednak, zgodnie z nasza
najlepsza wiedza, niniejszy artykut jest pierwszym diuzszym studium, w ktérym to
pojecie zostalo wprowadzone w druku.
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mkniecia na logike pierwszego rzedu. WyodrebniliSmy wiec naturalng
teorie prawdy, ktora jest SciSle stabsza niz CT, ale wciaz niekonserwa-
tywna nad PA. Mogloby si¢ przy tym wydawac, ze pozostawienie kto-
regokolwiek z dwoch aksjomatéw tej teorii dodanych do CT- réwniez
daje teori¢ niekonserwatywna. Okazuje si¢ jednak, ze sama w sobie
zasada poprawnosci aksjomatycznej PA zalicza si¢ do zasad slabych,
co zostalo ogloszone juz w (Kotlarski, Krajewski, Lachlan 1981). Wy-
nik ten zostal ogloszony réwniez w (Enayat, Visser 2015) i (wraz z do-
wodem) w (Leigh 2015). Kazde z powyzszych Zrédel dostarcza innych
technik udowodnienia tego twierdzenia.

Twierdzenie 3 (Kotlarski-Krajewski-Lachlan, Enayat-Visser, Leigh).
CT- z dodana zasada poprawnosci aksjomatycznej PA jest konserwa-
tywna nad PA.

Okazuje si¢ wiec, ze jesteSmy w stanie dos¢ precyzyjnie zawezi¢ pole
poszukiwan granicy miedzy stabymi i silnymi kompozycyjnymi teoriami
prawdy. Dodanie do CT-zasady gloszacej, ze aksjomaty PA sa prawdziwe,
nie pozwala uzyska¢ nowych konsekwencji arytmetycznych. Natomiast
dalsze wzbogacenie teorii prawdy o zasade gloszaca, ze prawdziwe sa
zdania dowodliwe w PA, daje juz teori¢ niekonserwatywna.

2.2. OGRANICZONY SCHEMAT INDUKC]JI DLA PREDYKATU PRAWDY

Inna perspektywa, ktora pozwala szukac naturalnych teorii niekon-
serwatywnych nad arytmetyka Peana, ale zarazem istotnie stabszych
od CT jest ograniczenie schematu indukcji do pewnych wybranych
klas formut.

Powiemy, ze formufa jest klasy Aj, jesli wszystkie wystepuja-
ce w niej kwantyfikatory V, 3 sa kwantyfikatorami ograniczonymi,
czyli mozna je przedstawi¢ w postaci Vx < ¢, y < s dla pewnych ter-
mow ¢, s. Prawdziwos¢ zdan klasy A zalezy wiec jedynie od wlasnosci
obiektow pewnej z gory ustalonej wielkosci. Mozna wiec o nich myslec¢
jako o pewnym szczeg6lnym przypadku zdan, ktére mozna efektyw-
nie rozstrzygac. Ta klasa formul odgrywa znaczna role w badaniach
dotyczacych metamatematycznych wlasnosci arytmetyki.

Inng wazna klasg formutl s3 formuly klasy [1,. Sa to formuly postaci

VX5e., VX, 0,
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gdzie ¢ jest formulg klasy A;,. Mozna o nich mysle¢ jako o formutach
czysto uniwersalnych. Takich, ktére stwierdzaja, ze pewne proste,
efektywnie rozstrzygalne fakty zachodza dla wszystkich obiektow.

Istotna klasa podteorii arytmetyki Peana sa jej fragmenty powstale
przez ograniczenie formul wystepujacych w schemacie indukgji do
formut klasy [1, lub A,. Podazymy ta droga réwniez w przypadku teo-
rii prawdy. Przez CT| bedziemy rozumieli teorie CT-, do ktérej doda-
jemy te podstawienia schematu indukgji:

(P(O)AVx (p(x) > p(x+1))  —— Vxp(x),

w ktérych formuta ¢ jest dowolng formula klasy I1,.

Zauwazmy, ze ograniczenie do formut klasy [], dotyczy tylko for-
mutl zawierajacych predykat prawdy, gdyz juz CT-, jako rozszerze-
nie PA, zawiera wszystkie aksjomaty indukgji dla formut arytmetycz-
nych.

Teoria CT, jest do$¢ naturalna w kontekscie naszych rozwazan,
gdyz analiza dowodu niekonserwatywnosci CT pozwala stwierdzi¢, ze
tak naprawde korzystaliSmy tylko z aksjomatéw dostepnych juz w CT;,.
Otrzymujemy zatem nastepujacy wniosek:

Twierdzenie 4. C'T| jest niekonserwatywna nad PA.

Istotnie, fatwo mozna pokazac, ze zasada poprawnosci PA, a co za
tym idzie réwniez zasada poprawnosci aksjomatycznej PA, sa dowo-
dliwe w CT,, podobnie jak zasada domknigcia na logike pierwszego
rzedu. Zatem uzyskaliSmy jeszcze inna perspektywe pozwalajaca zawe-
zi¢ nasze poszukiwania naturalnych zasad, ktére sprawiaja, ze teoria
prawdy staje sie istotnie silniejsza od swojej teorii bazowej. W szczegol-
nosci naturalne staje si¢ pytanie o konserwatywnosc teorii CT,, ktora
powstaje przez ograniczenie schematu indukgji dla formut zawieraja-
cych predykat prawdy do formut klasy A,

Dodajmy jeszcze, ze TB (czyli TB~ z pelng indukcja) jest konser-
watywna nad arytmetyka Peana, co stanowi zreszta znacznie prostszy
wynik niz Twierdzenie 3.Wynika stad, ze teoria prawdy z naturalng
aksjomatyka obejmujaca peten schemat indukgcji nie musi automatycz-
nie dowodzi¢ nowych faktéw arytmetycznych. Co wiecej, mozna po-
kaza¢ przyklady teorii istotnie rozszerzajacych TB, opartych na pew-
nych wariantach schematu réwnowaznosci Tarskiego i zawierajacych
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pelna indukcje, ktére wciaz sa konserwatywne. Zatem fakt, ze rozwa-
zamy teorie kompozycyjne, jak najbardziej ma znaczenie dla wynikow
o konserwatywnosci.

3. WYZNACZANIE GRANICY TARSKIEGO

W niniejszym rozdziale przedstawiamy gléwne znane fakty doty-
czace przebiegu granicy Tarskiego — wigkszo$¢ twierdzen, ktére przy-
taczamy jest jeszcze nieopublikowana, dlatego tresc tego rozdziatu na-
lezy traktowac jako komunikat o stanie badan.

Zacznijmy od drobnego uporzadkowania naszej wiedzy: powy-
zej widzieliSmy, ze (nad CT") zasada domkniecia na logike pierwsze-
go rzedu w polaczeniu z zasada poprawnosci aksjomatycznej PA do-
wodzi zasady poprawnosci PA. Okazuje si¢, ze juz ta pierwsza zasada
wystarczy do tego celu: pracujac w CT~ z dodang zasada domkniecia
na logike pierwszego rzedu, udowodnimy, ze wszystkie aksjomaty PA
sa prawdziwe. Dowod tego faktu jest raczej standardowy i intuicyjny:
skonczenie wiele aksjomatéow okreslajacych wlasnosci dodawania,
mnozenia i porzadku jest prawdziwych juz w CT-. Pozostaja aksjo-
maty indukcji: PA (nawet zinterpretowana w modelu niestandardo-
wym) ,,mysli, ze” obiekty, o ktérych moéwi, sa uporzadkowane tak jak
liczby naturalne, tzn. od 0 dzieli kazda liczbe skonczenie wiele krokow
(oczywiscie w modelu niestandardowym to ,;skonczenie” moze ozna-
cza¢ liczbe niestandardowa). Pracujac w CT- z zasada domkniecia
na logike pierwszego rzedu i zakladajac, ze ¢(0) 1 Vx(p(x) — o(x + 1))
sa prawdziwe dla ustalonej formuly arytmetycznej ¢(x), dla dowolne-
go a zbudujemy w czystej logice pierwszego rzedu dowéd zdania ¢(a)
(a razy stosujemy reguly dictum de omni 1 modus ponens). Dowod ten wy-
glada tak samo jak klasyczne uzasadnienie, ze w modelu standardowym
arytmetyki prawdziwa jest zasada indukgji, z ta tylko r6znica, ze w mo-
delu niestandardowym wykorzystujemy aksjomat indukgcji dla formuty:

0(x) = Py, (H(x))-
Skoro zbiér zdan prawdziwych jest domkniety na rozumowania w lo-
gice pierwszego rzedu, mozemy wnioskowac, ze ¢(a) jest prawdziwe.
7 dowolnosci a wnioskujemy, ze dla dowolnego a ¢(a) jest prawdziwe,
a zatem (na mocy aksjomatéw kompozycyjnych), ze prawdziwe jest
zdanie Vxg(x). Nasz dowod jest zakonczony.
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Rozumuyjac analogicznie, mozna pokaza¢ (po drodze omijajac jed-
na dodatkowa komplikacje — zainteresowanych odsytamy do artykutu
(Cieslinski 2010), w ktérym zostato to po raz pierwszy udowodnione),
ze zasada poprawnosci PA réwnowazna jest nast¢pujacej, znacznie
ograniczonej, zasadzie poprawnosci:

Wszystkie twierdzenia logiki pierwszego rzedu sa prawdziwe.

Powyzsze zasady dadza sie¢ dos¢ naturalnie podzieli¢ na te stwier-
dzajace, ze zbiér zdan prawdziwych jest domkniety na pewne regu-
ty wnioskowania (np. logike pierwszego rzedu), i te stwierdzajace, ze
wszystkie zdania z pewnego zbioru sa prawdziwe (np. twierdzenia PA,
twierdzenia logiki pierwszego rzedu). Intuicyjnie zasady pierwszego
typu moéwia cos wiecej niz ich odpowiedniki drugiego typu. W zeszlym
roku jednak Cezary CieSlinski przedstawil pomystowy dowéd, ze nad
CT- te zasady sa rownowazne. Wyodrebnijmy to jako osobne

Twierdzenie 5 (Cieslinski). CT- z dodanym aksjomatem ,Wszystkie
twierdzenia logiki sa prawdziwe” dowodzi zasady domknigcia
na logike pierwszego rzedu.

W poszukiwaniu stabszych zasad dowodliwych w CT, a wlasci-
wie rozszerzajacych CT, wyodrebnijmy z zasady domkniecia na logi-
ke pierwszego rzedu nastepujaca zasade domknigcia na kla-
syczny rachunek zdan:

Kazde zdanie dowodliwe w klasycznym rachunku zdan z prawdziwych przestanek
jest prawdziwe.

Oczywiscie nad CT- powyzsze zdanie jest dowodliwe z zasady do-
mknigcia na logike pierwszego rzedu. Jak pokazal Cieslinski (2010),
rozszerzenie CT- o zasade domknigcia na klasyczny rachunek zdan
jest rownowazne kompozycyjnej teorii prawdy opartej na indukgji
ograniczonej, czyli CT,,

Twierdzenie 6 (Cieslinski). Zasada domkniecia na klasyczny rachunek
zdan jest dowodliwa w CT. Na odwroét: kazdy aksjomat CT| jest do-
wodliwy w CT- z dodanym aksjomatem domkniecia na klasyczny ra-
chunek zdan.
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Na dlugo przed artykulem Cieslinskiego, Henryk Kotlarski podat
dowdd, ze CT,, dowodzi zasady poprawnosci PA (Kotlarski 1986). Argu-
ment, cho¢ skrétowy, wydawal si¢ poprawny i byt na tyle przekonujacy,
ze cytowany byl jeszcze w (Cieslinski 2010) i (Halbach 2011). Jednakze
w 2008 roku Albert Visser i Richard Heck dostrzegli luke w dowodzie
Kotlarskiego: problem dotyczyt wykazania, ze CT,; dowodzi zdania:

Kazdy aksjomat logiki pierwszego rzedu jest prawdziwy.

Jesli wzbogaci¢ CT, o powyzszy aksjomat, dowdd Kotlarskiego prze-
chodzi bez dalszych problemoéw. Jest dos¢ oczywiste, ze powyzszy aksjo-
mat mozna udowodni¢, wykorzystujac indukcje dla formut klasy I1,.
Problem odtworzenia tego dowodu przy uzyciu indukgji tylko dla for-
mul ograniczonych wydawat si¢ na tyle nie do pokonania, ze wielu lo-
gikow (w tym 1 autorzy tego artykutu) zaczeto szuka¢ dowodu, ze CT|,
lezy po konserwatywnej stronie Granicy Tarskiego.

W koncu pokazano (dowéd ukaze sie w (Lelyk, Wcisto 2017a,
w druku)), ze CT,, dowodzi tych samych zdan arytmetycznych co CT|,
z dodang zasada poprawnosci PA. Tak naprawde w tym dowodzie wy-
korzystano jedynie rozszerzenie CT- o dwie naturalne zasady dla pre-
dykatu prawdy (dowodliwe w CT): jedna z nich byla juz wprowa-
dzona zasada poprawnosci aksjomatycznej PA, a druga nastepujaca
uogolniona zasada przemiennosci z alternatywa, zwana takze zasada
poprawnosci dysjunktywnej®:

Dla dowolnego x i dowolnych x zdan ¢, ..., ¢, ich alternatywa jest prawdziwa
wtedy i tylko wtedy, gdy ktéres z ¢, ..., ¢_jest prawdziwe.

Doprecyzujmy: dla dowolnej liczby naturalnej n, CT-, dzigki ak-
sjomatom kompozycyjnym, bedzie w stanie udowodni¢, ze alternaty-
wa n zdan jest prawdziwa dokladnie wtedy, gdy ktéres z tych zdan jest
prawdziwe. Nie bedzie jednak w stanie udowodni¢ powyzszego zdania
ogdlnego %. Zaskakujace jest to, ze juz tak proste uogdlnienia podsta-
wowych aksjomatéw kompozycyjnych, w polaczeniu z (samodzielnie
konserwatywna) zasada poprawnosci aksjomatycznej PA, daja teorie,

8 Uzywamy tego nieco sztucznego terminu, gdyz ,alternatywna poprawnos¢”
brzmi troche jak ,,druga §wiezos¢” albo ,,uczciwy inaczej”.

9Ten wynik po raz pierwszy uzyskali Kotlarski, Krajewski i Lachlan (1981).
Inny dowdéd mozna podaé, opierajac sic na metodach wykorzystanych przez
Enayata-Vissera.
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ktoéra dowodzi tych samych twierdzen arytmetycznych co CT- z zasada
poprawnosci PA. Podsumujmy to w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 7 (W.). C'T" rozszerzona o zasady poprawnosci dysjunk-
tywnej 1 poprawnosci aksjomatycznej PA dowodzi tych samych twier-
dzen arytmetycznych co CT- rozszerzona o zasade poprawnosci PA.

Warto juz teraz podkresli¢ nieoczywistos¢ powyzszych odkryc¢: jak
na razie okazuje sie¢, ze wszystkie zasady, o ktérych wiemy, ze leza po
niekonserwatywnej stronie granicy Tarskiego dowodza (przynajmniej)
konsekwencji arytmetycznych zasady poprawnosci PA (dla uproszcze-
nia napis6w oznaczmy te zasade przez TPA). Zauwazmy teraz, ze ten
zbiér zawiera duzo wiecej niedowodliwych (w PA) zdan niz po prostu
zdanie stwierdzajace niesprzeczno$¢ PA (ozn. Con,,). WidzieliSmy juz,
ze to zdanie jest dowodliwe w CT~ + TPA. Jest to ponadto zdanie aryt-
metyczne, zatem mozemy pokazaé, ze jest prawdziwe, wykorzystujac
skonczenie wiele razy aksjomaty kompozycyjne.

Poniewaz ta teoria dowodzi zasady domkniecia na logike pierwsze-
go rzedu i wiemy, ze wszystkie aksjomaty teorii PA + Con,, sa praw-
dziwe, to do konsekwencji tej teorii nie nalezy zadne zdanie falszywe
(w szczeg6lnosci 0 = 1). UdowodniliSmy zatem niesprzecznosc¢ teorii

PA + Con,,, czyli zdanie

PA?
(jonPAJrConPA
Nic nam nie przeszkadza w iterowaniu tego procesu. Mozemy

w ten spos6b udowodnic coraz silniejsze stwierdzenia

Con
PA+Conp.con PA

Con
PA+C0nPA+ConPA (Conpy
Con

+ S
PA COHPA+LOHPA+Cm PA+Conp

1 tak w nieskoniczonosc.
Tak naprawde CT- + TPA jest duzo silniejsza arytmetycznie: nie-
trudno jest si¢ przekonac, ze dowodzi ona wszystkich zdan postaci:

Vx (Pr, (9(x)) = ¢(x)) (*)
dla dowolnej formuly ¢(x) jezyka arytmetyki. Zbiér wszystkich zdan tej
postaci nazywa si¢ zasada jednorodnej refleksji nad PA!?. Maly frag-

10Wida¢ teraz dlaczego zasade prawdziwosci twierdzen PA nazwali$my ,,global-
na” refleksja — w obecnosci predykatu prawdy mozemy ,wyrazi¢” powyzsza zasade
jako jedno zdanie.
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ment tego zbioru zdan (dla formut klasy [1,) wystarczy do udowodnie-
nia wszystkich powyzszych iteracji zdan stwierdzajacych niesprzecznosc
coraz silniejszych teorii. I to nie koniec: zbior (kodow Godla) wszyst-
kich zdan powyzszej postaci jest silnie reprezentowany w PA (jest pier-
wotnie rekurencyjny), zatem w arytmetyce mozna zdefiniowac teorie

PA":=PA VX (Pryy (9(x)) = 0(x)) [9(x) € Lo} (%)
dla ktérej standardowy predykat dowodliwosci bedzie spelnial warunki

Godla—Loba. W CT- + TPA udowodnimy wszystkie zdania postaci (*)
dla PA!, j. wszystkie zdania

Vx(Pr,, (9(x) = ¢(x))
gdzie ¢(x) jest dowolna formula arytmetyczna z co najwyzej jedna
zmienng wolna. Nastepnie mozemy zdefiniowac teori¢ PA?, w (**) za-
stepujac PA przez PA!. Iterujac ten proces w nieskoniczonos¢, w kroku

granicznym biorac teorie
PA”:=| JPA"

dopiero otrzymamy arytmetyczna aksjomatyzacje konsekwencji aryt-
metycznych CT- + TPA. Bardzo elegancki dowéd, ze PA® to faktycz-
nie aksjomatyzacja wszystkich konsekwencji arytmetycznych tej teorii,
przedstawit Kotlarski (1986).

Sytuacja zaczyna wyglada¢ zatem tak, jak gdyby kazda ,natural-
na” teoria prawdy dowodzaca niesprzecznosci arytmetyki dowodzila
od razu wszystkich zdan powyzszej postaci. Oczywiscie mozna podac
sztuczne kontrprzyklady dla tego ,twierdzenia”: na przyklad teoria
CT" z dolgczonym aksjomatem ,,Con,, jest prawdziwe” jest niekon-
serwatywna nad PA i stabsza od rozwazanych teorii (nie dowodzi np.
zdania Con,,, +ConpA') Oczywiscie ,,naturalna” nie jest terminem formal-
nym, lecz wyraza tylko pewna heurystyke: pozwala tymczasowo zablo-
kowa¢ kontrprzyktady wymyslane ad hoc. W tej chwili staramy si¢ zna-
lez¢ ,naturalny” kontrprzyklad, by¢ moze przekonujac si¢ po drodze,
ze taki kontrprzyklad nie moze istniec. Wtedy pewnie zrozumiemy
tez, co znaczy ,naturalna”.

Podkreslmy, ze powyzej nie powiedzieliSmy, ze CT,; dowodzi zasa-
dy poprawnosci PA. Dowo6d pokazujacy niekonserwatywno$¢ tej teo-
rii polega na konstrukgji takiej formuty 77(x), ktéra dowodliwie w CT|,
zachowuje sie tak jak predykat prawdy CT, spelniajacy dodatkowo
zasade poprawnosci PA. Uzywajac definicji, ktérej wprowadzenie od-
ktadamy na pézniej (Definicja 13), pokazano zatem, ze CT |, rozszerzo-
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na o zasade poprawnosci PA jest interpretowalna w sensie Fujimoto
w CT,. Nie udalo si¢ jednak pokazac, ze skonstruowana formuta 77 (x)
dowodliwie w CT, bedzie miala te samg ekstensje co wyjsciowy pre-
dykat prawdy. M6wigc niezbyt precyzyjnie, mogloby by¢ tak, ze CT
jest w stanie ,,poprawi¢” swoj wlasny predykat prawdy, ale nie moze
udowodnic¢ ze jej wlasny predykat prawdy jest tak ,,dobry” (tzn. spel-
nia zasade¢ poprawnosci PA). W miedzyczasie Ali Enayat!! pokazal, ze
koncentrujac si¢ na rozszerzeniu CT- o zasady poprawnosci aksjoma-
tycznej PA i poprawnosci dysjunktywnej, nie ostabilismy naszych zato-
zen w zaden sposob. Zachodzi bowiem nast¢pujace

Twierdzenie 8 (Enayat). CT" rozszerzona o zasade poprawnosci ak-
sjomatycznej PA i aksjomat poprawnosci dysjunktywnej dowodzi CT,,.

Okazalo sie zatem, ze z doktadnoscig do domkniecia na konsekwen-
cje logiczne i ograniczajac si¢ do teorii, ktérych niekonserwatywnosc
jestesmy w stanie dowies¢, istnieja dwie minimalne niekonserwatywne
teorie: CT i CT~ + TPA, ktére dodatkowo maja te same konsekwencje
arytmetyczne. Nastepnie jednak udalo si¢ pokaza¢, ze obrazek ten jest
jeszcze prostszy: mianowicie mozna bezposrednio zatata¢ luke w do-
wodzie Kotlarskiego. Podsumujmy nasze dotychczasowe rozwazania
w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 9 (Cieslinski, Enayat, Kotlarski, L..). Nastepujace teorie

sa rOwnowazne:

.CT,

. CT" rozszerzone o zasade poprawnosci PA.

. CT" rozszerzone o zasade domkniecia na logike pierwszego rzedu.

. CT" rozszerzone o zasad¢ domknigcia na klasyczny rachunek zdan.

. CT" rozszerzone o zasade prawdziwosci twierdzen logiki pierwsze-
go rzedu.

CU W 00 N —

6. CT" rozszerzone o zasade poprawnosci dysjunktywnej i zasade po-
prawnosci aksjomatycznej PA.

Jak na razie sytuacja na granicy Tarskiego wyglada zatem tak, jakby
po niekonserwatywnej stronie granicy istniala najmniejsza (czyt.: naj-

'Wynik ten nie jest jeszcze nigdzie opublikowany. O jego uzyskaniu poinfor-
mowal nas bezposrednio prof. Enayat.
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mniejsza ,naturalna”) teoria, ktérag mozna zaksjomatyzowac na wiele
réznych sposobéw. Oczywiscie, jak uwazny Czytelnik zapewne zauwa-
zyl, kilka pytan w dalszym ciagu pozostawilismy bez odpowiedzi. Nie
byl to przypadek: w tej chwili nie wiemy np., czy rozszerzenie CT-
o sama tylko zasade poprawnosci dysjunktywnej jest konserwatywne.
Intuicje oséb pracujacych nad tym problemem sa takie, ze znajduje si¢
ona po ,slabej” stronie granicy Tarskiego. Jednakze te intuicje juz nie
raz nas zawiodly...

Warto, przynajmniej pokroétce, wspomnie¢ roéwniez o mozliwej roli
powyzszego twierdzenia w kontekscie debaty nad deflacjonizmem!?.
Jesli bowiem deflacjonista powinien przedstawic¢ teorie dowodzaca
og6lnych praw rzadzacych predykatem prawdy i konserwatywna nad
PA, to w Swietle wspomnianego wyniku ma bardzo ograniczone pole
manewru. Nie moze np. w jednej teorii polaczy¢ wlasnosci ,klasycz-
nej kompozycyjnosci” i domknigcia na dowodliwos¢ w rachunku zdan.
Co by¢ moze bardziej zastanawiajace — nie moze polaczy¢ uogoélnione;j
kompozycyjnosci (implikujacej warunek poprawnosci dysjunktywnej)
1 zasady poprawnosci aksjomatycznej PA. Wydaje sie, ze jest to sytu-
acja bez wyjscia. Wniosek ten otrzymamy jednak przy zalozeniu, ze
jego teoria ma dowodzi¢ pewnych ogélnych praw rzadzacych predy-
katem prawdy i by¢ konserwatywna. Powyzsze wymaganie opiera si¢
na innym znéw zalozeniu: musimy przyjaé, ze dowodliwos¢ w teorii
jest w naszym przypadku wystarczajaco dobra eksplikacja pojecia uza-
sadnienia lub wyjasnienia (w zaleznosci od tego, jak doktadnie brzmi
teza deflacjonizmu). Poglad ten zostal ostatnio poddany wyczerpuja-
cej krytyce w (Cieslinski 2017, w przygotowaniu) i w tej chwili musimy
przyznad, ze kwestia wykorzystania powyzszego twierdzenia w debacie
nad deflacjonizmem pozostaje dla nas nierozstrzygnieta.

3.1. GRANICA TARSKIEGO A INNE TEORIE PRAWDY

Zauwazmy, ze o przebieg granicy Tarskiego mozemy tez pytac,
uzywajac jako punktu wyjscia innych teorii prawdy. Mozemy na przy-
kiad zacza¢ od naszej (jak do tej pory) najmniejszej ,naturalnej” nie-
konserwatywnej teorii czyli CT i ostabi¢ aksjomaty kompozycyjne,
modelujac je nie za pomoca logiki klasycznej, lecz np. silnej logiki

2 Dziekujemy anonimowemu recenzentowi za sugesti¢ umieszczenia tej uwagi
w artykule.
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Kleene’ego. W takiej teorii, znanej jako PT '*, nie ma aksjomatu dla
negacji w stylu CT-, to znaczy

(Dla dowolnego zdania ¢) Negacja ¢ jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ nie
jest prawdziwe.

Zamiast niego dla kazdego spojnika (w tym i dla negacji) méwimy, co
to znaczy, ze prawdziwa jest negacja zdania zlozonego z danym glow-
nym spojnikiem. A zatem aksjomatem PT, jest na przyktad zdanie

(Dla dowolnych dwéch arytmetycznych zdan ¢, ) Negacja koniunkgji zdan ¢ i y
jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy negacja ¢ jest prawdziwa lub negacja y
jest prawdziwa.

Mozemy teraz zapytac: czy przebieg granicy Tarskiego zalezy od tego
jaka logike wybierzemy dla kompozycyjnego predykatu prawdy spelnia-
Jjacego A indukgje? Jest to jeden z obszaréw naszych obecnych badan.

4. INNE POJECIA KONSERWATYWNOSCI

Pytanie o konserwatywnos¢ jest tylko pierwszym krokiem w rozréz-
nianiu aksjomatycznych teorii prawdy. Stuzy ono do pierwszego przy-
blizenia, ktore teorie sg silne, a ktére stabe. W ogé6lnosci mozemy pytac
o to, ktore s3 silniejsze od innych (tzn. rozrézniac takze niekonserwa-
tywne teorie). Stuzy do tego nastepujace, oczywiste w gruncie rzeczy,
uogolnienie pojecia konserwatywnosci:

Definicja 10. Teoria Th, jest syntaktycznie silniejsza niz Th,
wtedy i tylko wtedy, gdy konsekwencje arytmetyczne Th, stanowig
wlasciwy podzbiér konsekwencji arytmetycznych Th,.

I tak mozna pokazac, ze CT| jest silniejsza arytmetycznie od CT|,
a CT od CT,. Teorie niestratyfikowane, kompozycyjne i dowodzace
wszystkich aksjomatéw indukgji dla rozszerzonego jezyka sa zazwyczaj
jeszcze silniejsze, np. FS jest silniejsza niz C'T, KF jest silniejsza niz FS,
a VF jest silniejsza od KF'.

13 Tak naprawde w literaturze znana jest teoria PT- (albo PT [), a PT to po
prostu ta teoria z aksjomatami indukgji dla formut klasy A rozszerzonego jezyka.
14 Nazwy tych teorii sg juz standardowe. Definicje KF i FS mozna znalez¢é np.
w (Halbach 2011), po definicje VF trzeba siegnac do artykulu Cantiniego (1990).
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Zauwazmy jednak, ze pytanie jedynie o konsekwencje arytmetycz-
ne nie pozwala nam rozréznia¢ wielu teorii, ktérych aksjomaty maja
zupelnie rézny charakter. Np. zaréwno CT-, jak 1 TB sa konserwatyw-
ne nad PA, a zatem sa nieporéwnywalne za pomoca samych konse-
kwencji arytmetycznych. Mozna rozwazac¢ inna miare sity pozwalajaca
rozrézniac teorie tak samo silne pod wzgledem syntaktycznym. Mia-
ra ta jest oparta na, znanym wczesniej, pojeciu konserwatywnosci se-
mantycznej:

Definicja 11. Teoria prawdy Th jest semantycznie konserwa-
tywna nad PA wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy model PA mozemy roz-
szerzy¢ (z zachowaniem uniwersum i funkcji arytmetycznych) do mo-
delu dla Th.

Intuicja filozoficzna stojaca za tym pojeciem jest nastepujaca: my-
slimy o modelach danej teorii jak o ,Swiatach mozliwych” (z punktu
widzenia tej teorii). Jesli jakiego§ modelu PA nie mozna rozszerzyc
do modelu dla teorii Th, to znaczy, ze pewna mozliwos¢ dopuszczana
przez PA jest eliminowana przez Th. Warto zauwazy¢, ze konserwa-
tywnos$¢ semantycznie implikuje syntaktyczna (na mocy twierdzenia
o pelnosci), ale nie zachodzi implikacja w druga strone: ani CT-, ani
TB nie sa teoriami semantycznie konserwatywnymi. Pojecie to mozna
uogo6lni¢ w nastepujacy sposob:

Definicja 12. Teoria prawdy Th, jest semantycznie silniejsza
niz Th, wtedy i tylko wtedy, gdy klasa modeli PA, ktére mozna rozsze-
rzy¢ do modeli teorii Th jest wlaSciwg podklasa klasy modeli PA, ktére
mozna rozszerzy¢ do modeli teorii Th,,.

Odwolujac si¢ do wprowadzonej wyzej intuicji, mozemy powie-
dzie¢, ze Th, jest semantycznie silniejsza od Th,, jesli Th, eliminuje
wiecej ,,Swiatow mozliwych” niz ThQ. Stosujac to rozréznienie, mozna
pokazac ze TB jest semantycznie stabsza niz CT-, co odpowiada intu-
icji, ze aksjomaty kompozycyjne ,méwia wiecej” o pojeciu prawdy niz
same rownowaznosci Tarskiego (nawet z petna zasadg indukcji).

Najbardziej drobnoziarnista relacja pozwalajaca rozr6zni¢ teorie
prawdy zostala wprowadzona przez Kentaro Fujimoto (2010) i zna-
na jest jako relatywna definiowalno$¢ prawdy (relative truth definability).
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Bedziemy ja nazywac relacja interpretowalnosSci w sensie
Fujimoto:

Definicja 13. Niech Th,, Th, beda teoriami prawdy. Powiemy, ze Th,
jestinterpretowalna w sensie Fujimotow Th,wtedyitylko
wtedy, gdy istnieje formula ¢(x) taka, ze Th, dowodzi wszystkich zdan
powstajacych z aksjomatéw Th, przez podstawienie ¢(x) w miejsce pre-
dykatu prawdy teorii Th,.

Moéwigc najprosciej: Th, jest interpretowalna w sensie Fujimoto
w Th,, jesli Th, jest w stanie zdefiniowa¢ predykat prawdy spetniajacy
aksjomaty Th,. Powiemy, ze Th, jest silniejsza w sensie Fuji-
moto niz Th, wtedy i tylko wtedy, gdy Th, jest interpretowalna w sen-
sie Fujimoto w Th,, ale Th, nie jest interpretowalna w sensie Fujimoto
w Th,. Dowéd Twierdzenia 7 pokazuje wiasnie, ze CT z zasadg po-
prawnosci PA jest interpretowalna w sensie Fujimoto w CT- z zasadami
poprawnosci dysjunktywnej i poprawnosci aksjomatycznej PA. Znamy
przyklady teorii, ktére sa rozrézniane dopiero przez powyzsza relacje
np. TB-1 UTB-P.

5. PODSUMOWANIE I PYTANIA OTWARTE

ZaczelisSmy od wprowadzenia podstawowej miary sily aksjomatycz-
nych teorii prawdy. Zgodnie z nia teoria silna to teoria, ktéra dowodzi
arytmetycznych zdan niedowodliwych w PA. Granice mig¢dzy silnymi
a stabymi rozszerzeniami podstawowej kompozycyjnej teorii prawdy
CT- nazwaliSmy granica Tarskiego. Kluczowy wynik, o ktérym pisa-
lismy, pokazuje, ze jak do tej pory kazda ,naturalna” teoria prawdy,
o ktorej niekonserwatywnosci wiemy, dowodzi CT~ z zasada popraw-
nosci PA. Ponadto ta ostatnia teoria ma wiele réwnowaznych aksjoma-
tyzacji, a jedna z nich jest CT~ rozszerzona o schemat indukgji dla for-
mut ograniczonych z predykatem prawdy (teorie te nazwaliSmy CT ).
Na koniec pokazaliSmy, ze istnieja ciekawe ,wzmocnienia” zapropo-
nowanej przez nas relacji, pozwalajace rozréznic teorie, dla ktérych
podstawowa miara byla zbyt ,gruboziarnista”. Warto podkresli¢, ze
dalszym ciagu wiele naturalnych pytan dotyczacych ,sity” (ré6znorako

15 Zdefiniowane w (Halbach 2011) jako TB [ i UTB I.
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rozumianej) aksjomatycznych teorii prawdy pozostaje bez odpowiedzi.
Oto kilka z nich:

1. Czy teoria CT- rozszerzona o aksjomat dysjunktywnej popraw-
nosci jest konserwatywna nad PA?

2. Czy teoria CT~ rozszerzona o aksjomat ,Wszystkie podstawienia
tautologii klasycznego rachunku zdan sa prawdziwe” jest konserwa-
tywna nad PA? Zauwazmy, ze powyzszy aksjomat to zasada poprawno-
$ci odpowiadajaca zasadzie domkniecia na klasyczny rachunek zdan.
Ta ostatnia zasada jest zas (nad CT") réwnowazna m.in. zasadzie glo-
balnej refleksiji, a zatem jest bardzo silna.

3. Czy teoria CT~ jest przynajmniej tak silna jak UTB (tzn. kazdy
model, ktéry mozna rozszerzy¢ do modelu CT-, mozna rozszerzy¢ do
modelu dla teorii UTB; twierdzenie to zostalo udowodnione w (Letyk,
Weisto 2017b, w druku).

4. Czy teoria CT- jest silniejsza w sensie Fujimoto niz teoria UTB?
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STRONG AND WEAK TRUTH PRINCIPLES

Summary: This paper is an exposition of some recent results concerning
various notions of strength and weakness of the concept of truth, both pub-
lished and not. We try to systematically present these notions and their rela-
tionship to the current research on truth. We discuss the concept of Tarski’s
boundary between weak and strong theories of truth and we give an over-
view of nonconservativity results for the extensions of the basic compositional
truth theory. Additionally, we present a natural strong theory of truth, which
admits a number of apparently unrelated axiomatisations. Finally, we discuss
other possible explications for the notion of ‘strength’ in axiomatic theories
of truth.

KeywoRrbps: axiomatic truth theories, Peano Arithmetic, conservativity, Tar-
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